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DANS LE COURRIER DE FERMAT

Fermat entreLenait une correspondance strivie avec d'autres mathimaticiens
de son temps. I1 6tait de rbgle dans ces lettres de serlancer de eourtois
d6fis mathdmatiques. Parmi 1es correspondants figuraient Roberval, Digty,
Cgrcavi, Sainte-Croix et bien drautres.

En septembre 1636, il s'attaque, sans succEs, h un problEme pos6 par Sainte-
Croix. A cette occasion, il lui retourne le d6fi en proposant une s6rie de
problEmes, par ltinterm6diaire du pEre Mersenne.
Entre autre (**), i1 soumct une variante de ce qu,on appelle aujourdrhui
"lfdquation de Fermat" dans le cas n=4.

(Lcttre de l'crr'at ;r llorserrn* p,ur Sairrte-Croir. septcnrbre rG3{i.)

l\Ios Br:rr;nuxlr Pirrr.

l. Quoique j'aic ir tlirc que je ne srris point un ollrlipe, mais un Davc,
cl r;ue j'avout tri's volonli(.rs qrre jr. ne suis Jrnint parvenu r rt,soullre
la question de ll. de Sainle-croix, je vous tl.rnanrlenri la permissiolr
rl. vous adresstr, t'lr rlclulrgc dr:s nornhres qu'il a divulgu6s, la solu-
lion tle votrr prohli.lnr:, el rle lui proposor ir mon lour guelquos qucs-
li,rrs qu'il ne debrouillera pas, je crois, de si ttit, nra1916les promesses
r;u'il vous [ail et la singrrliire puissance de son esprit.

2. I)ottr rltt,lrl rlrttl l',,lrt'r'ttrr, Plrrs lrorror:rlllr,. ;rirrsi r;u'il lc tl it.
cn.hoi.is.:rlrl rlts rr',rl,li,rrrr,s Plus rlillicilcs,.r'oili c(.ux qur. je I,1.r,-

l)os(, :

l" 1'rrnlt'er urr ll'iarrgle rrclarrgle t'n nomhres, lcl Ollc son atnt sotl
un ('frx).
---:" Iilattl donttie la somttte rle I'hvpol6nusc tl'un trianglc rer:langlr,
0tt ttolnllrtls et dtt protlrrit dcs trois cril(ls, lrouvpr les limiles enlr.r.
lr.sqttellcs I'aire se Irouve r:ornpristr.

Nn votts tilonnt'z;xrs de l'adtlition rl'ulre longrreur et rl'1n s6lirlr.:
lar rlarrs lcs prolrli'lnr,s nrultrit'iqrrcs. corluno olr lo sail. loults lr.s
r;u:rnIilris sonl ltor)logi'lrcs.

.l" Trottt ct' tlctts lliclt rrr;. tlolrl la sotnln{, soil tur hir.arrri orr rlr,u\
crrhr,s rlorrl ll s(lDrnx, soil tur cttlrr'.

!" 'l'r,rttrlet'lrrlis t'Arrtis lirt'lrtltttt rnro prr)grcssiorr arilhnlrilirluc rtorrl
llr urisorr soil ig;rlr.rrrclll rnr r.Arrri.

{3. Pottr votre;troprlsili,rrr rt,,s lri:rrrglr.s 1Ct,l;lll{11s, r,ltr. tpr. sp1rfi,,
riilolrr'rlt rl:tns votrn h,tlrr. ,rvr,r: rlttr'lrprr, pr,u ,l',rlrs,.ru.;l,i: j(. la rrisott-
r-lriri Plrtt-r"trc, si lrns lur! lrr lrr,lloslz Plrts r.llrirr,rrr.rrr.
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Le

a,

problEme nol revient i
b, c, p, qui v6rifient

trouver quatre entiers naturels
1e systEme df6quations :

strictement positifs,

tt

Ez

2 .2a+b =c

^b = 2p2

Supposons que ce systEme admette une
On peut supposer que pgcd (arbrcrp) =
Draprls E' iI existe x et y, entiers
pgcd (x,y)= l, tels que :

" = *2* y2, 
^ = *r- ,r, b= 2 x y.

En vertu de E, nous aurons :

xy(x2- y2) = p2

or, coume pgcd(x,y) = l, pgcd (*, *2- y2) = pgcd (y, *2_ y2) = l.
Donc x'y "t 

('2- y2) doi.'"nt 6tre, s6par6ment, des carr.s parfaits.
i1 existe u, v et t, entiers strictement positifs, tels que :

2 Z.X=U t y =V-r

Donc, u4- u4 = t2.

222x-Y=t.

Nous alLons montrer que cette riquation nra pas de solutions.

UNE DESCENTE INFINIE

La ddmonstration est basrie sur la m6thode de r.a,descente infinie,,,
1ui-mGme

Supposons qu'i1 existe des solutions de (l) vdrifiant (2); nous pouvons en choisirul" (x1' 11 ' 'r) avec xr o, yr # o, z, * o. supposons qu'i partir de cette soru-tion , nous pubsions trouver une autre solution (x2ry2rzr) avee o(xr( *r,
y2* o, zr* o. z t ' \!-,

solution (a,brcrp) €N4 rr". abcp # O.

1.

naturels stictement positifs, avec

Autrement dit,

due i Fer:nat

Le triplet (u,vrt) est donc solution de lr6quation (dans U)

x4 -y4 =t3
uvt#O



Nous pourrons, si les m6mes hypothEses se

\-*-n" suite de solutions (xrr, Yr, zr) avec

O ( xrr(

ce qui est impossible. En

avec x ) O, il en existe

renouvellent, trouver, quel que soit n,

plus actuels, stil existe une soLution
O et minimal

(3)

entre eux, tels que lfun des detx cas

222=r +1
2 =̂ zrg

22=r _!t

( *21 *l

drautres termes,

une oir x est )

\--l

Admettons que (1) ait des solutions v6rifiant (2) et choisissons par:ni ces solutions(xry,z) oir x)o, y ) o, z ) o et telle que si (xr, yr, zr) est aussi une so_
lution de la forme (2) avec x') O, alors x' )/ x.
Le choix de (xryrz) entraine que xry et z nront pas de facteurs communs 

",rtr" q,r" t
11 en sera de m6me pour (*2, y2,").

or, (*2,y2,2) est une solution de l,dquation

x2=y2*22

dont on connait toutes 1es solutions. (rt)

Il existe r et q, entiers ) O premiers
, ivants ait lieu:

(E) ,r', 

Il{,'

22r + j
22r -q

2rq

Regardons chacun des cas.

Si on est dans Ie cas (Et), on

pas de f acteurs connrnuns) qu'il
positifs, premiers entre eux,

22x=m+n
22r=m-n

q=2mn

voit (compte tenu du fait que xrr et q nront
existe m et n. entiers naturels strictement

tels que :

Dans 1e cas (E), nous aurons :

4 4 _2r - g = (xY)-
c'est-i-dire que le triplet (r,q,xy) est aussi solution de (l) virifiant (Z).
or, *2 = ,2 * q2> \2. Donc r(x , ce qui contredit le ehoix de x.
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Nous aurons donc

carrds parfaits:
il existe k, w et

y2 = 4mr, (*2- .r2) Ainsi rrro et 1r2- .r2) doivent 6cre dq_

tels que :
-2D=kt

,, entiers strictement positifs,
t = ,2, 

^2- n2 = {.2

d' oir k4- *4 = .tt 
2

Le triplet (k,w,S) est donc aussi une solution de (t) vfrififiant (2).
or, k4k4=m2( m2+n2 =x
ce qui contredit i nouveau le choix de x !

Tout ceci montre que (1) n'a pas .de solutions v6rif iant (2).
Donc, l"'hypothEse initiale seron laquelle 1e systEme d,dquations
une solution (arb,crp)6 lN4, avec abcp # O est fausse. Autrement
me propos6 par Fermat i sainte-croix nra pas de solution.

E l, E2 admet

dit, le probli

Luis RADFORD.

Note: \----/

(*) Rappelons que lrdquation de Fermat dans le cas n=2 a des solutions nontriviales: si xry,z sont des entiers ) o tels que *2*y2= ,i-r- it existe un en_tier d et des entiers u et v tels que (i une pennutation prEs), on ait :x=d(u2-12) t y=2duv; )=o(rr;ri;:
Pout a2 4, on conjecture que lrdquation nra pas de solutions non triv,iates,ce que lton ddmontre ici dans le cas n=4.'si lfanneau des racines niame delrunit6 est principal (c'est 1e cas pour n=3), il nrest pas trls difficile devdrifier la conjecture. Marheureusement, il nrexiste qu,un nombre fini de npremiers pour lesquels on a cette ,,bonne, propridtd.
(**) Rien n'emp64e les lecteurs de LfOUVERT de se mettre dans Ie peau duPbre Mersenne ou de M' de sainte-croix, et de nous envoyer leurs solutionsconrnentdes des problBmes 2,3 et 4 |

L IOUVERT.


