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Résumé - Lintroduction & I'algtbre se fait trés souvent en imposant 4 I'éleve la
maitrise d'un langage symbolique complexe et sans signification précise. Nous
présentons ici une voie alternative structurde autour d’une séquence d’ensei-
gnement. L'analyse des verbalisations de deux groupes d'éleves de 9° année (3¢
secondaire) fait ressortir que ces derniers arrivent A construire les idées algébri-
ques de base dans un contexte de résolution de problémes et 2 symboliser ces idées.

«J’ai trouvé que le calcul a pour objet toutes les espéces de détermination des
inconnues au moyen des connues, et j'ai remarqué que la plus claire des régles et
le plus évident des moyens pour cet effet est I'art de I'algebre.»

Aboii Beqr Mohammed Ben Alhagan Alkarkhi,
mathématicien arabe du XI¢ si¢cle.

Introduction: les idées et les symboles

Malgré les efforts importants déployés ces dernigres années dans le domaine
de la recherche en enseignement des mathématiques, I'enseignement de I'algtbre
souléve encore beaucoup de questions et les approches didactiques d’introduction
4 l'algebre (résolution de problemes, généralisation, modélisation, etc.) posent
toujours des difficultés d’apprentissage aux éléves.

Une des questions, au centre de plusieurs études, concerne la détection et la
compréhension des erreurs que commettent les éleves dans l'utilisation du langage

algébrique (c'est le cas de Matz, en 1980, qui discute d’erreurs telle la suivante: (4 + B)?
= A+ B

D’autres études traitent des difficultés qu'éprouvent les éléves dans 'acquisition
de la syntaxe du langage algébrique dans la résolution d’équations. Une de ces diffi-
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cultés, repérée par Filloy et Rojano (1984) et observée chez des éleves déburants en
algebre, apparait dans le passage des équations du type Ax + B = C aux équations
du type Ax + B = Cx + D (o1 A, B, C et D sont des nombres donnés). Selon ces
auteurs, 'opération de I'inconnue (x) pose, dans le deuxiéme type d’équations, une
difficulté que I'éléve ne rencontre pas dans le premier type d’équation, et marque
une «coupure» ou un obstacle — qu'ils appellent «coupure didactique» —au chemi-
nement de la maitrise de la syntaxe du langage algébrique.

. Lc; prob!émc de la traduction, en langage algébrique, de propositions numé-
riques énoncées en langage naturel a également suscité lintérée des chercheurs (Bell
et Malone, 1993; Burton, 1988; Kaput, 1983)".

Enfin, un troisiéme point, traité dans certaines recherches récentes, concerne
!cs changements conceptuels quexige le passage d’'un mode de pensée arithmétique
3 un mode de pensée algébrique dans la résolution de problémes verbaux (word-
problems) (voir, par exemple, Bednarz, Janvier, Mary et Lepage, 19924; Bednarz,
Radford, Janvier et Lepage, 19926; Bednarz et Janvier, 1994). A la différence des
approches précédentes, qui ont en commun 'étude de la compréhension del'acqui-
sition dela syntaxe algébrique par 'éléve (voir également Gallardo et Rojano, 1988),
1 attention est centrée ici sur les raisonnements que I'éléve doit développer selon
qu'il sengage dans une démarche arithmétique ou algébrique.

Cependant, il y a une voie qui demeure encore peu explorée dans la recherche
et dans [enseignement: celle du réle des symboles dans I'appropriation par I'éléve des
idées algébriques de base dans un contexte de résolution de problémes verbaux®. Les
profe_sscurs qui enseignent et les futurs professeurs ont trop souvent une idée trop
restreinte de ce qu'est le savoir algébrique lui-méme. Nos propres observations sugge-
rent que, pour la plupart des enseignants, I'algebre est constituée uniquement de
symboles. Ainsi, quand nous posons la question «Qu'est-ce que l'algebre?», la réponse
qui revient systématiquement est «la ol 'on trouve des x et des y».

Or, un symbole («x» ou autre) est le symbole de quelque chose, d’une idée.
Quelles sont donc les idées que représentent les symboles de Ialgebre scolaire?
;?mment pouvons-nous créer en salle de classe des situations qui inciteront les
eleyef) A développer eux-mémes ces idées? Comment, en salle de classe, orienter les
activités afin de stimuler I'interaction symboles-idées?

’ Il nous semble que la relation entre les symboles et les idées ne peut étre envi-
sagée comme une interaction qui consisterait sculement 4 mettre en contact un objet
(ou une lc)iéc) immuable et externe A Pindividu avec la représentation de cet objet
comme cest le cas dans Iépistémologie platonicienne®. Loin de I3, l’interactior;
entre les symboles et les idées devrait, d’aprés nous, étre vue comme un systéme de
telations construites par I'individu lui-méme dans son cheminement intellectuel
a la fois social et individuel, ’
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Or, les relations entre I'idée et le symbole sont loin d’étre évidentes. Ainsi, dans
un travail récent sur la démonstration en géométrie (Radford, 1994), trois sortes
de relations ont été mises en évidence, chacune sous-tendant un mode de raisonne-
ment trés particulier. On peut essayer d’aller plus loin et de faire hypothese que
chaque relation idée-symbole sous-tend une conceptualisation des objets mathé-
matiques.

Dans le cas de Penseignement de lalgebre, il convient d’identifier les idées
de base de P'algebre, les voies d’acces qui permettent aux éleves de construire des
représentations externes de plus en plus complexes, les actions permettant de débou-
cher sur une dialectique entre les idées et leurs symboles. En outre, mais C'est aussi
important, il convient d'identifier les situations dans lesquelles les relations entre
Jes idées ou les objets de connaissance et leurs symboles prendront forme.

Bien qu'il soit toujours possible, pour répondre a ces questions, de faire appel
3 une épistémologie non historique, il nous semble que le recours a I'histoire des
idées algébriques peut apporter des renseignements importants. En effet, pendant
trés longtemps, Palgebre a été dépourvue de symboles. On pourrait méme dire
que I'émergence du langage algébrique, qui trouve son origine au début du XVI*
siecle ap. J.-C., est une affaire récente. Les premitres idées algébriques, d’apres les
documnents historigues, remontent au moins a la fin de la premiére dynastie babylo-
nienne, Cest-a-dire 2 la fin du XVII® siécle av. J.-C. Examiner en profondeur Fhistoire
de Palgtbre, surtout dans sa période présymbolique, peut nous permettre de voir
les premiers pas des idées algébriques. Examiner les premiers symboles mathéma-
tiques représentant des nombres peut aussi nous fournir des pistes intéressantes.

La construction des idées élémentaires de Ualgébre selon Uhistoire

La séquence didactique que nous avons batie et mise 2 épreuve dans deux classes
de 9¢ année (3¢ secondaire) a été structurée, en grande partie, 4 partir de nos recher-
ches historiques. Pour aider 2 comprendre la structure de notre séquence d’enseigne-
ment, nous présentons un sommaire de ces recherches. Nous commengons par
parcourir les premiers textes écrits, qui fournissent des points de reperes pour mieux
comprendre I'écriture des premieres idées algébriques, tant au sujet de I'histoire que
dans la salle de classe.

Idées et symboles: Lécriture cunéiforme

De petits objets de terre cuite de différentes formes (cdnes, disques, etc.), couram-
ment appelés jetons, semblent avoir été utilisés en Mésopotamie pour tenir des comptes.
Chaque forme de jeton servait probablement 4 compter certaines quantités d’objets
(par exemple, des quantités de nourriture, d’animausx, etc.). Les jetons ont été placés
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dans des récipients ronds faits en terre cuite eux aussi. Ce systéme d’«enveloppes»
permettait de garder et de transmettre des renseignements d’un endroita un aplf’tl‘C'
il se;nblc que cette fagon de procéder a été utilisée A des fins administratives et dans
les échanges commerciaux entre les villes. Les récipients éraient parfois scellés. Le
destinataire du' message pouvait les ouvrir et compter le nombre de jetons afin de
prendre connaissance de la quantité de biens impliqués dans la transaction. Létape
lsmvante .fu,t cel!e d’imPri’r'ner' un petit message sur le récipient: le message ix‘mdiqufit
12 qu:xﬁl:::asie. ]cto.xlls j’l'mteneur. 'Flnale{m’:’nt, ’l‘? message étant gravé sur |'enve-
ppe it inutile d'ajouter les jetons & 'intérieur. Cela a donné naissance aux
tah:lcttes mésopotamicnnes dont cerraines ont survécu jusqu’a nos jours. Clest la
qu'on a appris, 4 la suite des travaux archéologiques qui se sont succédé ;'le uis le
XIXe sxecl’e, _les développements intellectuels (astronomiques, mathémati uef lireé
raires, médicaux, etc.) de I'ancienne civilisation mésopotamienne. et il

i Un des falts c’]ui nous infére.ssent ici concerne le type de relation idée-symbole.
l’oljittr::t:: :13 cctlcgard,'que 1 éc,nn.xre l,a plus’ ax}cienx}e érablissait un lien éuroit entre
j sa représentation. 1l Sagit d’une écriture a base de logogrammes. Ainsi
pour exprimer I'action de marcher, on utilisait le dessin d’un pied. Ce type décrit ’
éuait tres polysémique, C'est-2-dire qu'un méme symbole pouvait représenter lusiel:xrr(s3
Edccs. Le PlCd‘ pouvait aussi représenter le mot <amener ou «rester». Lassi n?ﬁcatio
:1 ;gten]“ se faxls)alt d’aprés le contexte. D’autre part, il convient de mcntioiner qu’az
orall;:te ne:sé Z;::a xi)tles sur les tiablett.es n’éta}e-nt pas gravés en suivant I'ordre du message
o /ant un texte, le scribe choisissait seulement les «mots clés». La lecrure
un texte exigeait donc de la part du lecteur une reconstitution extensive du texte lu.

Ce n'est que vers le XXV< si o
oral (La?scn, ;95866’ o 4)5.‘“16 av. ].-C. que les symboles ont suivi l'ordre du message

N yog y
En ce qui concerne I'écriture des nombres, on sait quelle n'a commencé 2
ter la position des chiff, : ; langue
e ap de res que vers I'an 2000 av. J.-C. C'est au moment o1 la langue
sum rcnne aéeé remplacée par la langue akkadienne que I'écriture logogrammique
2¢ 1i£, ogressivement remplacée par une écriture syllabique. Ce changement a créé
ue lmplortant entre le langage parlé et le langage écrit, ce qui a réduit considé-
ment le nombre de symboles (ou «lettres») de base.

>z e
o gérl;éerr:;c_rgcir:::sdg :‘ ;‘2’"““‘:‘ jes nom.bres —Clest vrai également pour I'écriture
) p oncades bcso.ms bureaucratiques et commerciaux parti-
e estd lans ce contexte qu il i.faut situer le développement des mathématiques.
i :t, ce eveloPper'ngnt a été lié 2 la profession du scribe, qui est la personne
los poui{ pouvou.«redxger» des contrats, des lettres, des testaments, des adoptions
d fa;ecnézz,coi; lc;tzzt;:lr}?, des documents ofﬁcie.ls. Les scribes ont aussi été appelé;
P p’  reliés aux mesures des terrains et aux calculs de volumes dans
s cor {oncsi. cest le cas, par exemple, des calculs du volume de terre 2 excaver
Sn | oncsitrul.rﬁ es canaux. Il y a des ﬁagr’r.xer.u:s df: tablettes d’arpentage qui montrent
plan de ville contenant les canaux dirrigation (Bottéro, 1994, p. 22).
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Comme Hoyrup (1991) I'a mis en évidence, la formation de scribe demandait
non seulement de pouvoir répondre aux exigences pratiques de la profession, mais
aussi de prouver qu'on était digne détre scribe, en répondant & des questions qui
p’éraient pas d’ordre pratique: ce sont précisément les problemes «non pratiques»

.2 ¥ Y i s > £ N . .
qui seraient 2 la base d'une recherche mathématique de laquelle 'algebre serait issue.
De plus, 'algébre aurait deux sources: une source géométrique et une source numé-

rique (Hoyrup, 1994; Radford, 1996).

Nous nous intéressons ici 2 la source numérique qui débouche sur une algebre
numérique. Une des questions qui simpose est la suivante: de quelle fagon les
premiéres idées de l'algébre numérique ont-elles émergé?

Le passage de Larithmétique 21 ‘algébre

Dans un travail précédent, nous nous sommes efforcés de démontrer que les
premitres idées de I'algebre numérique sont ancrées dans la pensée proportionnelle,
particuliérement dans les idées proportionnelles sous-jacentes aux méthodes de fausse
position (Radford, A paraitre). Schématiquement, traduit en notations modernes,
un des problemes classiques appartenant au domaine de la fausse position babylo-
nienne est le suivant®:

x+—1—x=b
n

Pour résoudre ce probléme, on part d’une solution fausse 2 priori, par exemple
n, qui a avantage d'éliminer les calculs sur des parties fractionnaires. En remplagantx
par n, le premier membre devient 7 + 1. Or, on voulait obtenir b. Supposons que
n+ 1>b(sin+ I <b, un raisonnement semblable 3 celui que nous allons suivre
permet de résoudre le probleme). Donc, nous devons réduire la fausse position
prise initialement, Cest-a-dire 7. Nous devons apporter 3 7 une réduction du
méme ordre que celui qui nous permet de réduire 7 + I 2 b. Cette réduction
Sobtient en prenant de (7 + 1) la (n + I)-itme partie de b, Cest-a-dire en utilisant

. . . . b .
une notation fractionnaire, en prenant la fraction —/ de n + 1. Donc, pour obtenir

la bonne réponse, on applique la méme réduction 4 la fausse position, 7, ce qui

sobtient en prenant de 7 la fraction —”—l , donc la réponse est M_l 5,
n+ n+

Le raisonnement précédent est un raisonnement arithmérique du type propor-
tionnel. Le passage de l'arithmétique a Palgebre se ferait au moment ott I'on arréte
de penser en termes de fausses solutions choisies plus ou moins astucieusement (mais
fausses 2 priori) et ol1 lon décide de penser en termes de la valeur exacte de la quantité
qu'on cherche. Le probleme initial, pour éure résolu, demande alors qu'on effectue
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des calculs complétement différents: ce sont des calculs qui ne se font plus avec des
chiffres, mais avec la valeur exacte du nombre qu'on cherche. Dans notre exemple,
cela aurait pu se faire comme suit: en suivant un patron qu'on rencontre dans les
mathématiques babyloniennes, on multiplierait les deux membres de I'équation
par 7 (bien sir, dans les mathématiques babyloniennes il n’y a ni 7 ni 4; ce sont
toujours des chiffres concrets). On aurait alors: 7x + x = 76, donc (7 + Dx = nb.
Pour trouver la valeur du nombre qu’on cherche, c’est-3-dire x, on trouverait I'«igi»
de (n + I), Cest-2-dire son inverse, et on le multiplierait par 6. En termes modernes,
on aurait: x = (n + 1) X nb. Evidemment, au niveau numérique, dans les deux cas,
on arrive 4 la méme solution, mais le raisonnement dans chaque cas est différent.

Nous n'allons pas entrer dans les arguments historiques qui soutiennent notre
thése, car ils ont été développés ailleurs (Radford, 4 paraitre). Qu'il nous suffise ici
de mentionner schématiquement le passage de I'arithmeétique 4 I'algebre et de nous
arréter 4 d’autres points qui découlent de nos recherches sur I'histoire des idées algé-
briques et qui ont été retenus dans I'élaboration de notre séquence d’enseignement
de I'algebre. Plus précisément, ces recherches tentent de répondre 2 la question sui-
vante: quelles ont été les idées de base de I'algebre dans sa période présymbolique?
Clest la question dont traite la section suivante.

Les idées de base de l'algébre médiévale

Mentionnons que notre étude sur I'algébre abaquiste (Radford, 1995), c'est-a-
dire I'algebre médiévale iralienne, suggére que la connaissance algébrique 2 éré avant
tout un outil ou une technique (I'algébre érait en fait présentée comme une régle, une
«regolar) développée dans le bur de résoudre des problémes verbaux (initialement des
probléemes non pratiques; par la suite, son champ d’action s'est érendu aux problemes
commerciaux). Une des caractéristiques des problémes «purement algébriques» est
d’avoir - par rapport aux autres types de problemes — une mise en équation relarive-
ment facile. Leur difficulté résidait dans la transformarion de I'équation traductrice:
si E_ désigne I'équation traductrice, le probléme est celui de trouver les actions qui
permettent de générer une suite d’équations E, E,, ..., jusqu’a une équation cano-
nique E_qu’on savait résoudre. Bien qu'il y ait eu des propriétés numériques et géomé-
triques qu'on généralisait et intercalait dans les raisonnements algébriques, selon le
probléme 2 résoudre, on reconnait deux transformations de base. Ces transforma-
tions, dont le nom parait dans le titre du traité d’al-Khwarizmi®, étaient considérées
comme les transformations par excellence, 2 savoir les régles de «I'al-gabr» et «’al-
muqabala». La derniére régle mentionnée permertair, en confrontant les deux membres
de P'équation, d’opérer sur les termes constants; elle permettait aussi d’augmenter ou
de réduire une équation (donc de trouver une équation équivalente, «proportion-
nelle» 3 équation précédente)’. La régle de I'al-gabr, d’ot vient le nom de I'algebre,
présuppose une conceptualisation trés particuliere des termes algébriques, conceprua-
lisation qui est liée & 'absence de nombres négatifs dans I'algébre arabe et abaquiste.
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En effer, il n'y avait pas de nombres négatifs, mais, évidemment, on savait sous-
traire. Alors, quand on avait un terme, par exemple 3x?, et qu'on lui enlevait une
certaine quantité, disons 2x, on voyait le terme original comme un terme incomplet
ou «brisér. Pour le resituer dans son état naturel, il fallait le «réparer». Les mathéma-
ticiens italiens utilisaient I'expression «restaurer.

Clariﬁqns al'aide d'un exemple. Prenons un des problémes présents dans de
nombreux traités de 'époque, que nous tirons du livre Ragionamenti dAlgebra i Problemi
de Raffaello Canacci, en 1490; ce probleme parait formulé ainsi:

Partage 10 en deux parties de sorte qu'en multipliant chacune par elle-méme et
en additionnant ces multiplications, on arrive 2 60. Je demande quelle valeur
a chaque partie (Procissi, 1983, p- 28).

Pour résoudre le probleme, les mathématiciens désignaient une des parties
cherchées par «la chose». La chose était leur inconnue algébrique. D’ailleurs, ils ne
dxsposaiex-xt que d’une inconnue algébrique (Radford, 1995). Dans le probléme
formulé ci-dessus, on dirait que le premier terme cherché serait égal 2 une chose et
que l'autre est égal 3 10 diminué de la chose (car les deux termes ensemble doivent
&ure €gaux 4 10). En termes modernes, si nous désignons la chose par x, on aurait
que le premier terme cherché serait x et le deuxieme serait 10-x. En faisant les calculs
de la somme des carrés, on arriverait 4 2x2+ 100 - 20x = 60.

Le terme principal est 2x* + 100. Il lui manque 20x (vingt choses). Donc, on doit
!c restaurer; pour cela, on lui donne les choses qui manquent (Cest la regle de I'al-gabr):
il retrouve alors son état naturel, qui est 2x2 + 100. Pour conserver I'égalité, on doit
donner la méme quantité de chose 2 60. Ce dernier terme devient 60 + 20x; donc,
on obtient I'équation 2x*+ 100 = 60 + 20x.

La régle de I'al-muqabala permet maintenant de retrancher 60 de chaque coté,
ce qui donne 2x* + 40 = 20x.

Cette équation a deux carrés (Cest le coefficient du terme 2x%). Maintenant, on

df)lt la réduire 2 une équation contenant seulement un carré. La réduction donne
x*+ 20 = 10x.

(’Zertf:’ équation appartient aux équations de la forme x + ¢ = bx, que les
mathématiciens médiévaux savaient résoudre. Ils avaient un algorithme qu'ils appli-
quaient directement et dont les détails ne nous intéressent pas ici. Ce qu'il convient
de souligner, en revanche, C'est le réle prépondérant joué par les régles de base de I'algebre
dans la résolution des problemes et la conceptualisation qui les sous-tend.

En cffet, en regardant les introductions qui sont proposées dans les manuels
S o
scolaires d’aujourd’hui, nous nous sommes apergus que les nombres négatifs sont
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censés avoir été acquis et que la résolution de problémes par Ialgébre demande aux
éleves la maitrise d’un langage algébrique complexe. Il y a donc un décalage concep-
tuel trés important entre la construction du savoir algébrique selon I'histoire et la
construction qu'on exige des éléves en salle de classe. On peut méme se demander si
les échecs scolaires sont dus 2 I'absence de conceptualisations préalables qui pourraient
aider I'éleve 3 donner un sens aux idées de base.

En termes des relations entre lobjet et sa représentation discutées dans la pre-
miére section, on peut dire que les approches actuelles, véhiculées par les manuels
scolaires, ne semblent pas reposer sur une articulation didactique convenable dans
laquelle le symbole émergerait de Pobjet lui-méme et évoluerait dialectiquement
en paralléle avec celui-ci pour ne s'en détacher que progressivement, jusqu'a pouvoir
mener une vie autonome (du moins jusqu’a un cerrain point).

Lesquisse historique précédente est trés éloquente 2 ce sujet: nous avons men-
tionné que les algébristes médiévaux désignaient 'inconnue par un mo, la chose.
Ce nest que plus tard que la chose est désignée par un symbole.

Avant que cela ne se produise, qu'érait exactement la chose? Comment la
définissait-on? On trouve, dans un manuscrit italien daté de 1460, une définition atri-
buée au plus ralentueux des mathématiciens des XIII* et XIV* siécles, Antonio de
Mazzinghi: «une chose est une quantité occulte» (cité par Franci et Rigatelli, 1988,

p- 15).

Cetre belle définition donne un sens profond 2 'idée de base: une quantité
occulte dont I'identité sera dévoilée 2 la fin du probleme.

Nous sommes partis de cette idée dans notre séquence d’enseignement. Mais
avant de dire comment nous I’y avons incorporée, récapitulons ce qui vient d’étre dit
dans cette sous-section. Lalgébre médiévale a reposé essentiellement sur un concept
clé, celui d’inconnue, quon appelait la chose, et sur deux régles principales: celle
de I’al-gabr et celle de I'al-muqabala. Ces régles permettaient de transformer des
équations en complétant — ou en restaurant — et en enlevant des termes semblables
de chaque membre de équation. La premitre parait donc comme une régle additive,
en ce sens qu’elle ajoute toujours les éléments manquants dans un terme, et Pautre
comme une régle soustractive, mais aussi multiplicative, quand il s'agit d’augmenter
ou de réduire, proportionnellement, les coefficients de I'équation.

Ce sont ces idées-1a que nous avons retenues pour notre séquence d’enscigne-
ment. Afin de ne pas rendre doublement complexe la tiche des éléves, notre buta
été d’amener ceux-ci 3 développer ces idées sans faire intervenir, dés le dépar, le
symbolisme. Le symbolisme n'a été introduit qu'une fois les idées maitrisées (du moins
jusqu’a un certain point). En procédant autrement, nous aurions risqué de lancer
les éleves dans des représentations symboliques d’idées qui n'éraient pas encore la.
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Description de la séquence et des éléves

Structure de la séquence

Notre séquence a été structurée autour de trois niveaux d’abstraction: un niveau
concret, un niveau semi-concret et un niveau symbolique.

Niveau concret. — Nous avons exposé ici des problemes verbaux qui devaient
éere résolus en utilisant du matériel concret. Nous sommes partis du modele classi-
que de la balance. La différence avec des approches existantes (par exemple, Hands-
on Equations®® and Alge-Tiles™) et Iécude récente de Da Rocha Falcio (1995) est
que nous avons exclu tout recours aux nombres négatifs et que les transfoir'nanor.xs 2
I'équation éraient menées dans une conceprualisation proche de celle de I'évolution
historique du savoir algébrique. Ainsi, le concept d’inconnue a été présenté comme
une vraie quantité occulte ou cachée: on a utilisé au départ des
sacs de papier contenant une quantité inconnue de bonbons que
les €leves devaient découvrir d’apres I'énoncé du probleme. 000

De plus, dans la premigre étape, celle des problémes de sacs (sacs entiers et de‘mi—
sacs) et des enveloppes (voir description ci-dessus), notre point de mire érait l‘a regle
de 'al-muqabala. Dans la deuxi¢éme étape (probléemes de pizzas) s ajoutait la r;gle de
Pal-gabr. A la suite de cela, les éléves devaient résoudre des problémes au sujet des
pizzas incluant les deux régles. La derniére régle a été introduite A partir des pizzas
auxquelles il manquait des morceaux. Nous demandions alors non pas de restaurer
la pizza (ce qui maurait pas signifié grand-chose pour les éléves), mais de la compléter.

Une fois que ces idées-Ia étaient saisies, nous sommes passés au deuxiéme niveau
d’abstraction, celui du niveau semi-concret.

Niveau semi-concret. — A ce niveau, nous avons suivi la méme séquence que pour
le niveau concret, sauf que, cette fois, nous demandions aux éleves de représenter
et de résoudre le probléme écrit en utilisant des dessins.

Niveau symbolique. ~ Ici, I'éleve devait arriver 2 résoudre le probléme en utili-
sant des lettres et des chiffres. Cette fagon de traduire le probleme signifie une rupture
dans les représentations: alors que, au premier niveau, Paction se fait sur I'objet lui-
méme et que, au deuxiéme niveau, 'action se fait sur une représentation «fidele» de
Pobjet (en ce sens quelle garde la forme de Pobjet représenté), a ce troisieme niveau,

éléve doit faire une abstraction 2 propos de la représentation. Cette abstraction
reflete, de facon moins évidente, sa relation avec Pobjet représenté et marque la pre-

s . ;
miére étape d’un long processus de vie autonome %,
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Les types de problémes

— Les problémes de sacs

Les sacs entiers (ou sacs pleins) — Voici un exemple de problemes de cette catégorie.

Probléme 1
Alain a cinq bonbons et sa mére Jui donne un sac de bonbons ce qui lui fait vingt-trois

bonbons en tout. Alors, combien y a-t-il de bonbons dans son sac?
Les demi-sacs — Voici un exemple de problémes de cette catégorie.

Probleéme 2
Nicole décide dacheter cing bonbons chez un dépanneur et un demi-sac de bonbons chezun

autre. En tous, elle a 12 bonbons. Combien de bonbons y a-t-il dans un sac entier de bonbons?

Les demi-sacs et les sacs entiers — Voici un exemple de problémes de cette catégorie.

Probleme 3
Jean et Paul ont le méme nombre de bonbons. Jean a un demi-sac de bonbons et cing bonbons

et Paul a un sac entier et trois bonbons. Combien y a-t-il de bonbons dans un sac entier?

— Les enveloppes

Le but des problémes de cette catégorie (ainsi que ceux de la sous-catégorie
«demi-sacs et sacs entiers») était de présenter aux éleves des problemes ol ils devaient
faire des opérations sur l'inconnue des deux cotés de I'équation. Comme nous
I'avons déja dit, Filloy et Rojano (1989) ont démontré que ces équations présentent
des difficultés particuliéres pour les dléves en raison des opérations sur l'inconnue
qu'ils doivent faire en vue de résoudre équation (ces opérations sut l'inconnue n'étant
pas présentes dans les problémes de type «sacs entiers» €t «demi-sacs»). Erant donné
que la possibilité ou Pimpossibilité de faire des opérations sur Pinconnue est toujours
liée & la conceptualisation de cette inconnue, nous nous SOMMCS demandé si les diffi-
cultés rencontrées dans les recherches précédentes au sujet du symbolisme apparai-
rraient dans les niveaux concret et semi-concret. Les environnements CORCIets €t semi-
concrets, proposés dans notre approche, permettraient-ils une transition en douceur
vers la coupure didactique repérée par Filloy et son équipe?

Voici un exemple de problemes de cette catégorie.

Probléme 4
Je partage mes cartes de hockey également cntre mes deux freres. Jai trois enveloppes qui

contiennent le méme nombre de cartes et quatre autres cartes. Je donne a Jacques deux enve-
loppes plus une carte de hockey et a Paul, je donne trois cartes de hockey et une enveloppe.

Combien y a-t-il de cartes de hockey dans une enveloppe?
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‘— Les pizzas

Comme nous laVOIIS melltlouné Cl'dCSSUS, le but dCS ploblculcs de Plzzas
[4£114 d llltl()dulle la Iegle de COInplCteI ou de Iestaulcl, a 13 fagon dCS algeb[lstes
4 g q
Illcdlcvaux une re le ura donne ]]eu aune des ldees lcs pluS f[ uctueuses el ge re
pIésylllbthue. Nous avons falt une adaptatlo dC cette Xegle‘ ans notre Sequellce,
n t & D
ll S aglt de COIUPIC[CT un terme inconnu auque 11 manque un terme co u. g t
l
q q I nn Il sagl
pESSI Ed“ )pf X cn un piss: :lLlE‘)Ff X

Nous avons retenu trois types de problémes.

szzas 1- p embxc
Ce sont dCS xoblemes ou l mconnue (lllCOlllplC[C) parait dalls un SCU‘ m
le I’¢ - S boli i l I | 2 . l . i

2245 2 —~ sont des problémes ot1 I'inc ue rait dans les deux membre d
Pi Ce des bl S P € | equatio
p! onn arait d:
S quaton.

Probléme 5

Louis doi é
p -1[ a}cheter.le méme nombre de morceaux de pizza que Louise. En se rendanc a la
2zaria, i i :
e ,l‘ ss ape;onvent qu'il manque deux morceaux 4 chaque pizza. Louise achéte trois pizzas
omplétes et Louise prend une pizza i ¢ e
pizza incomplete et quatre morce: i i
. aux.

morceaux dans une pizza compléte? ! Sheats b

Pizzas 3 - Cess ¢
azas 3 < sont des problémes comme ceux de la catégorie des pizzas 2, sauf que la quantité
" . .
eaux qui manquent aux pizzas pouvait varier d'une pizza i 'autre

Ell ce qul concerne le Hlatﬁllel concret UtlllSC POUI ]CS PlZZaS, nous avons cons-
I g 0 S E : 4
) y ., I au a p q -
S l
deux trois, etc orceaux de l 12zZa pOUI ue lC cleves pUISSCIIt [CSOUdrC lorS
P Or e p :tl ¢ enutl SZI.H[IEEFIZZQS “:l"qu:ES dallSI cnonce :lu

p[oblc”le. VOICI un Cxeﬂlple d unc pizza a laquene l Illaﬂque un morceau €t d une
p 1
plZZa a laun”C ll Inallque {rois morceaux
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Notre séque idacti -
nce didactique a écé expéri ;
(et i o et ca;y :lte :l)_cgfcnrlnex;tcc;: dans un centre de ressources
: ant des difficultés), dans une écol ire ol

trouvait un petit groupe d’élé , Ry i e

: groupe d’éléves. On a commencé le proj inq él¢

: ! ‘ \ ojet avec cinq éleves d
vieme ann : j Ele “ oupe. Ces dives
e :: et F:lmsl aalprc:s trois jours, un autre éléve s'est ajouté au groupe. Ces éleves

C[ s s s & )
pas étudié I'algebre auparavant. La séquence a été enregistrée sur vidéocassette
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On a fait l'expérience de la méme sé

e la méme séquence dans une classe réguliere de neuvi
) 1 égul euvi
année de 24 éleves. o

¢ Dans les deux as, }es‘groupcs ont été organisés d’aprés une modalité de travail

?Pfeﬂtéssm'age coc?peranf (a taches égalitaires'’). Lenseignante présentait un probléme
et demandait aux éléves de proposer des solutions en fonction du degré d’abstraction
qu'exigeait la tiche.

2 s 3. » ’ . @ - .
" Llordrc prf:determme pour le projet était le suivant. D’abord, on présentait aux
Z cw}rlcs Es problémes portant sur les sacs entiers; ensuite, ceux portant sur les cartes
e hockey; apreé i i i
ﬁna]emm);’ oﬁ lesl; ceux porFaxllt sur ll)els demi-sacs, les demi-sacs et les sacs entiers;
: r présentait les problémes concern izzas izzas

pizzas 3. On a suivi ¢ quene i o ICS.P " iy

’ cette séquence au niveau concret, puis au niveau semi-concret
et, finalement, au niveau du symbolisme.

LC L . . ’ . o '
emps requis pour la séquence d’enseignement dans la classe réguliere a éié

. : ) X
de quatre semaines, d’'une durée de quarante minutes par jour.

J I&Eablcau suivant donne un apergu du temps approximatif alloué aux rypes
. *
e problémes en fonction du degré d’abstraction, dans le groupe non régulier.

Sacs  Cartes de hockey Demi-sacs  Pizzas 1  Pizzas2  Pizzas 3|
Concret 40 40 —> 80
Semi-concret - 60 60 — 80
Abstrait 60 30 — 60

Figure 1 — Type de probléme

L’fanalyse des résultats que nous présentons dans les prochaines sous-sections
est basée (4 une exception prés: voir extrait 5 plus loin) sur le groupe de six éléves
du centre de ressources mentionné ci-dessus. Ensuite, nous analysons un gr
de la classe régulitre. B

Analyse des résultats

La résolution des problémes aux niveaux concrer et semi-concret

i L;f‘eleves sont arrivés & maitriser assez rapidement les stratégies de résolution
e pro ‘exincs\ aux niveaux concret et semi-concret. Lidée de la balance facilitait le
recours 2 la régle d’élimination de termes semblables (régle de I'al-muqabala)
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La présence du matériel concret rendait possible 'organisation des actions
nécessaires  la résolution du probléeme. Une des stratégies qu'il convient de mention-
ner ici est celle qui permet de résoudre les problemes de «demi-sacs et sacs entiers».
Dans le probleme 3, mentionné ci-dessus, la stratégie se présente comme suit: [éleve
organise les éléments du probleme d’aprés une disposition spatiale semblable 2 celle-ci.

00000 —/ ZB 000

Au niveau concret, Pégalité est assurée par le dessin d’une balance 2 deux pla-
teaux; au niveau symbolique, la balance est représentée par un symbole d’égalité.

En général, les éléves ont enlevé trois bonbons de chaque coté; puis, ils ont
spontanément remplacé le sac entier par deux demi-sacs.

o =00

Ensuite, ils ont enlevé un demi-sac de chaque membre et ils ont trouvé que
le demi-sac contient deux bonbons et que le sac entier en contient quatre.

Comme on le voit, le raisonnement se fait en termes de demi-sacs. Le demi-sac
devient une sorte d’«inconnue auxiliaires.

Nous reviendrons 2 Peffet de cette stratégie sur les stratégies de résolution de
problemes basées sur le symbolisme.

Le passage du semi-concret au symbolique: le probleme des représentations

Le passage du concret au semi-Concret Sest fait facilement. Dans le cas des
problemes portant sur des sacs entiers et des demi-sacs, les éléves ont opté pour
représenter I'objet par un dessin de I'objet lui-méme. Pour les pizzas, ils ont com-
mencé par les représenter par des pizzas carrées auxquelles il manquait des morceaux,
mais ils ont trouvé que les représentations des pizzas rondes éraient plus faciles 2

dessiner, ce qui a fait que les pizzas carrées ont été remplacées par des pizzas rondes.

Quand nous avons dit aux éléves quon ne résoudrait plus les problémes avec des
dessins, mais avec des lettres, une éleve a dit : «Ga va érre plus difficile parce que tu dois
le faire dans ta téter. Ainsi, il semble que, @ prior?, le symbole est pergu par Iéleve
non pas comme un appui porteur de signification, mais comme une entité vide, on
dirait sans personnalité et, par 13, un obstacle plutdt qu'une aide 2 la pensée.
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Un premier phénoméne observé concerne P'utilisation des lettres pour désigner
le nombre inconnu. Au départ, se dégage une tendance 2 représenter les sacs par une
grande lettre S, alors que les bonbons sont représentés par des nombres de petite
taille (cela s'est produit par trois fois pour les quatre éleves présents ce jour-12). Le
critére utilisé pour représenter 'objert repose donc sur une conservation métrique des
objets, critére qui assure la conservation des grandeurs et révéle par 12 un lien encore
trop étroit entre Pobjet et sa représentation (voir extrait 1).

Cependant, au fur et & mesure que les éle-
ves résolvent des probléemes, la taille des lettres
devient graduellement égale 2 celle des chiffres: +5 —
ainsi, la représentation passe 2 un premier déra- =5 3
chement de Pobjet, grice 3 un travail effectué sur -5
la résolution de problémes. S

-
Extrait 1

Pour ce qui est de la résolution du probléeme, il faut noter que V'écriture de
I'équation est prise comme un appui statique sur laquelle on pose les actions qu'on
doit entreprendre pour aboutir au résultat. Cela signifie que I'écriture névolue pas
de maniére séquentielle, ligne par ligne, comme on $'y attendrait dans le cas d’'une
utilisation compétente du langage algébrique. Lécriture symbolique de'équation
2 ici une valeur heuristique qui guide les actions de la résolution. Examinons a
cette fin la résolution du probléme 4 d’un éléve (extrait 2): il ressort que Pécriture
symbolique et les actions entreprises sur les objets représentés sont calquées sur la
disposition utilisée aux niveaux concret et semi-concret. Léleve enléve une carte et
une enveloppe de chaque coté. Il n'écrit méme pas € = 2. Sa réponse parait cependant
sur le papier: le 1 placé au-dessus de I'écriture «2e», au début du membre i gauche,
signifie «une enveloppe», Cest-a-dire ce qui reste 2 gauche, et le numéro «2» en bas,
3 droite, Cest le nombre de cartes de hockey qui restent.

Un autre éleve (extrait 3) utilise I'équa-
tion traductrice comme appui, mais les actions /
qu'il effectue pour résoudre le probléme sont ¢ +| = /ﬁ + 2
organisées autrement sur le plan symbolique. . -]
Les actions sont, en effet, écrites de fagon sé-
quentielle, ligne par ligne (on enléve une carte,

9 a

puis une enveloppe, etc.).

Extrait 2
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Cependant, 'écriture a ici un réle mnémo-
technique qui est loin de refléter la structure for- ZE
melle et logicoséquentielle des équations équiva- +] =
lentes. Ceci est évident dans Pextrait 4, qui con- Sl

Exry
Y

cerne le probleme 2, ot notre éléve laisse méme t
tomber le symbole S au plan symbolique. ~E =
A
Comme on peut le voir, le symbole «S» € = 2
ne parait ni dans la ligne ou figure =7 ni
dans la suivante, bien que I'éléve garde 'objet Extrait 3
«en téte» (il sait qu'il agit de P'égalicé: un demi-
sac de bonbons est égal 4 sept bonbons). Dans
les derniéres phases de la démarche de résolu- J'S-f =
tion, 'objet n’a pas besoin d’éure représenté. 2 5 =2
7
Un autre exemple du phénomene précédent "';L:‘ 2=/
est le suivant. Il provient d’'un éléve du groupe /= 4
régulier:
Extrait 4

Jessica a une pizza 4 laquelle il manque un morceau et une pizza 2 laquelle il
manque trois morceaux. En tout, elle a 16 morceaux de pizza. Combien y a-
t-il de morceaux dans une pizza complete?

he1-3 234 A2:99. T ya 10
el et s 2:2.20%2 ‘" 3
S 110 morShui, dany
Extrait 5

Comme l'illustre la copie de I'éléve, I'objet nest pas représenté. Cependant,
aux yeux de 'éléve, la signification des chiffres est tout a fait claire. Sa disposition
spatiale dans le texte suit celle des représentations semi-concrétes.

_ Ilest intéressant de noter ici qu'un papyrus gréco-égyptien, daté du premier
siecle av. J.-C., contient plusieurs problémes qui montrent un réle heuristique de
Péquation tout 2 fait semblable 2 celui que nous venons de discuter au sujet des fagons
de procéder de nos éleves (Radford, 2 paraitre).

Tout cela laisse entendre que le rdle heuristique de 'équation semble étre un
patron récurrent dans 'appropriation des premiéres idées algébriques. Une sugges-
tion pour l'enseignement serait alors de permettre a I'éleve de découvrir et de déve-
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1. Décriture formelle, basée sur ['utilisation de

lopper le réle heuristique de I'équatio
ations équivalentes, pourrait avoir lieu apres.

lettres, qui sous-tend le concept d’équ

Les traces de la pensée concréte sur la pensée symbolique au niveau des stratégies de

résolution

ontre que les traces de la pensée concréte sur la pensée symbo-
e sur Putilisation de symboles, sont visibles

Ce qui précéde m
lique, Cest-a-dire la pensée qui sappui
dans les représentations choisies. Dans cette sous-section, nous allons voir quilen
est de méme pour les stratégies de résolution suivies pour résoudre les probleémes.

Regardons, & cette fin, la fagon de pro-
céder suivante (extrait 62) pour résoudre le
probleme 5 mentionné ci-dessus.

e

Péléve commence par enlever une pizza

incompléte de chaque coté; puis, il complére \&
les pizzas 2 gauche, en donnant deux mor-

ceaux i chaque pizza et en ajoutant les équi- et e
valents (quatre morceaux) A droite. Apres,
il «voit» les huit morceaux 2 droite comme
de quatre morceaux chacun et il associe ¢
des pizzas de gauche.

un ensemble composé de deux groupes
hacun des groupes de ensemble 2 une

Sur le plan du symbolisme, la faon de procéder la plus fréquente devant des
problémes comme le précédent consiste 3 éliminer en bloc des termes semblables.
Voyons-en un exemple (extrait Gb). Le probléme en question est le suivant:

Sandra et Richard sont allés sacheter des pizzas auxquelles il manque deux
heté le méme montant de morceaux. Sandraa

morceaux i chacune. Ils ont ac
trois pizzas incomplétes et Richard a 18 morceaux plus une pizza incompléte.

Combien y a-t-il de morceaux dans une pizza compléte?

En suivant la méme idée quau ni-

veau semi-concret, ' éléve commence par %

enlever le terme «p-2» des deux cotés de
'équation. Ce terme est vu comme un blog; 'P - l 8 R %Z
apres, l'éleve complete les deux pizzas 2 gau- +2

che et donne quatre morceaux 2 droite.
Puis, il divise par le nombre de pizzas com-

pletes et obtient le résultat.
Extrait 6b

La conceptualisation du terme algébrique «p - 2» et I'a
de celui-ci provient de la signification concréte du terme.

ction d’élimination
1l y a cependant des cas
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NPy . N s 3 “
ol I'éleve arrive & écrire une équation du type 3p - 6 = 1p - 2 + 18», qui est résolue
;:or::ne su1;: on 2ajout;: les 6 termes qui manquent 2 gauche;  droite, on ajoute deux
u terme «1p - 2» et les quatre qui joutés 2 i
Pk Sp«fom e fthém qui rcsg:t sont ajoutés 3 18.\ Cela se produit chez
S brlepiaied 1 atiques. Cette o!ascrvauon‘suggcrc que cette étape, qui
: p ﬁan. hie par les autres éleves, pourrait éure conduite ou préconisée par le pro-
esseur lui-méme en relation avec les «moins forts».

~ Uncaurrestratégie de résolution qui montre les traces du concret sur le symbo-

lique est celle que nous avons appelée «la stratégie un par un». Elle consiste 2 élimi-
ner, afin de garder 'égalité, un objet de 'ensemble de gauche et ensuite un objet
semblable de 'ensemble de droite; et on recommence. Par exemple, dans un c;cs
problémes des cartes (un probléme qui méne 2 I'égalité <3 envelopl’pes +4 cartes
=2 en’velo\ppes + G‘ca.rtcs»), Péleve va, au niveau concret, éliminer une par une les cartes
Cel‘al améne 2 la situation «3 enveloppes = 2 enveloppes + 2 cartes»; ensuite Peleve
enléve une enveloppe de chaque c6té, puis une autre, et arrive 2 la réponse ] enve-
lopgc = 2 cartes». Remarquons que, chez les autres éleves, il y a une tendance 2 se
défaire des enveloppes en premier; mais le principe est le méme.

~ Quelques jours plu’s tard, quand la séquence d’enseignement est rendue au
niveau du symbolisme, I'éléve écrit:

3e+4=2e+6
puis, elle biffe une enveloppe et une carte, ce qui 'améne a:
2¢+3=1e+5
puis, elle écrit:
le + 3 (qui provient de I'édlimination d’un «e» faite au membre gauche).

)
. 'Or,ln ayant plus dc’ «e» 2 droite, aprés I'élimination du «e» dans «le + 5», Iéléve
sait plus comment s’y prendre pour continuer (voir extrait 7).

~ Cerexemple estintéressant d’un autre
point de vue. Lanalyse de la séquence vidéo zef ﬂ
montre que I'éléve perd le sens des actions 3 % T 6
enureprises. Légalité sous-jacente, qui érait Z /'& rd

)

l'axe de la démarche, est perdue. Léléve ne peut iets

p’lus associer un sens aux termes «le + 3»,
Cest-a-dire le membre gauche transformé
et «5» qui est le membre droit transformé.

Extrait 7

sa=poas
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Cette éléve avait été Pune des premicres 3 avoir biti une systématisation des
actions utilisées 2 la résolution des problémes aux niveaux concret et semi-concret
(suppression un par un des termes semblables de chaque cdté de I'équation). Au
niveau du symbolisme, cette systématisation, quand elle est extrapolée, entre en
conflit avec I'évolution du probléme. Clest que la signification du résultar des
actions mest pas évidente en elle-méme, car le résultat des actions est enregistré ici
3 Paide de lettres («3e + 4» devient «2e + 3» puis«le + 3»); cela exige soit d’abandon-
ner le contexte lui-méme, soit d’tre en mesure d’établir des liens entre le symbo-

lisme et le contenu sémantique 4 chaque moment.

Or, abandonner le contexte exige d’élever les actions au-dessus des significations
concrétes auxquelles elles Sappliquent (bonbons, cartes, pizzas, etc.) et donc de rendre
ces actions abstraites. Il est clair que cette éléve n'a pas réussi 2 atteindre ce niveau

d’abstraction.

La classe réguliére

Comme nous 'avons dit antérieurement, une classe réguliére de neuviéme année 2
été sournise 2 la méme séquence d’enseignement que le groupe d’éleves du Centre de
ressources dont nous venons d’analyser la démarche. Les observations prélevées dans
la classe régulitre confirment ces résultats. Au niveau semi-concret, les stratégies de
résolution de problemes sont calquées sur celles développées par les éléves au niveau
concret. Grice 4 sa matérialisation concréte, I'inconnue est facilement saisie; de plus,
les actions sont intériorisées en termes de conservation de I'équilibre entre les deux
plateaux de la balance, équilibre qui, au fur et 2 mesure que les éléves résolvent des
problemes, est pensé de plus en plus en termes d’une égalité numérique abstraite.
Lors du passage au symbolisme, nous avons pu remarquer 3 nouveau une diversité
de difficultés qu'ont certains éléves & résoudre les problémes posés. Une de ces diffi-
cultés, qui n'a pas paru dans notre groupe du Centre de ressources, concerne I'impos-
sibilité éprouvée par certains éleves d'intégrer I'objet inconnu (par exemple, une
enveloppe) dans un processus de résolution, dés que cet objet est représenté par une

lettre, Cest-2-dire par un symbole. La seule fagon de se tirer d'affaire est de retourner
au niveau semi-concret, d’y résoudre le probléme, puis de transférer la solution
isomorphiquement au niveau du symbolisme.

Voici un extrait du dialogue entre une éléve et 'enseignante, dans un probleme
appartenant i la catégorie des enveloppes (et dont Péquationest«3e + 1 = 2¢ + 5»).

Essaic de le faire sans faire le dessin pour commencer. (Elle voit que Iéleve

Lenseignante
hésite; alors elle dit:] Penses-tu que tu vas pouvoir le faire?

Léleve Non. J'ai besoin de faire les dessins.

[Ee fait les dessins qui traduisent I'équation, puis dit:]
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J'enléve mon surplus; donc, j'enléve une carte. Si je le fais de ce coté-ci, je
dois le faire de I'autre.

Alors, 13, je peux enlever des enveloppes des deux cdtés; alors, tu as une enve-
loppe égale 4 quatre cares.

— ; : :
Lenseignante OK. Maintenant, fais-le-moi avec des lettres.
Léleve Je+1=2e+5

Jenléve une carte ici; donc [elle revient a son équation et y inscrit Paction
d’enlever la carte; I'équation se voit comme suit:]

3e+1-1=2e+5-1,¢égale3e=2e+4.
[Maintenant I’éléve se prépare  enlever deux cartes de chaque coté de Iégalicé:]

Comment est-ce que tu dis [Cest-a-dire «tu écris»] que tu enléves deux enve-

loppes?
o
Lenseignante Comment as-tu fait pour enlever une carte? Tu as faic un moins un.
VT o
Léleve Ah! [a ce moment, elle comprend et écrit:] 3¢ - 2e = 2¢ - 2e + 4, le = 4.

Aprés ce probléme, on a demandé i cette éleve de résoudre un probleme de
demi-sacs et de sacs en utilisant des lettres. Faute de pouvoir le faire, il lui a fallu
recommencer par résoudre le probleéme au niveau semi-concret; ce n'est qu'a ce
moment qu'elle a pu tenter la résolution du probleme au niveau du symbolisme.

Enfin, une autre difficulté observée dans le groupe régulier a été celle de la
symbolisation d’un sac et d’un demi-sac. Alors que, dans le groupe du Centre de
ressources, les éleves ont opté pour les représenter par «s» et « 4 s», respectivement,
dans le groupe régulier, quelques éléves ont choisi «s» et «d», d’aprés la premicre
l‘cttre‘ du mot en question. Cerrains de ces éléves n'ont pas réussi, faute d’avoir pu
érablir la relation numeérique reliant «s» i «d», Cest-3-dire «2d = s».

Conclusion

o Le langage algébrique moderne a ceci en commun avec les premiers langages
crits: ils ne tiennent pas compte exactement du langage parlé. Le langage algébrique
echaRpe 4 une transcription compleéte du «dit» et ne retient - 2 To manitte des
premieres tablettes sumériennes — que quelques idées clés. Mais, a la différence
des textes ngrrgtifs, le langage algébrique n'a pas seulement un réle de traduction
celsf(c_ig):ve; 1(1 I:{lse le iiga_gcmcm des FenscigAncments clés non en l:clation aux objcts
<-mémes (Pierre, Marie, etc.), mais plutét en termes des relations quantitatives
(a,flthmeilques, géométriques, etc.) qui existent entre ces objets. Il ne se soucie pas
d’érre fidele dans sa traduction, mais efficace lors de la résolurion du probleme.

i Or, Iefficacité est un sous-produit: elle permet de faire mieux (par exemple,
aller plus vite) ce qu'on savait déja faire (penser, par exemple, au probléeme baby-
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lonien) et, éventuellement, d'aller plus loin (par exemple, trouver de nouveaux
moyens, faire face 2 de nouvelles situations, etc.).

Lhistoire de I'algtbre montre en effet que C’est un souci d’efficacité qui a
amendé les anciens mathématiciens 2 développer le langage algébrique: il émerge
comme une abréviation du langage parlé. Par exemple, Diophante a utilisé le
symbole < pour désigner l'inconnue car, d'apres Heath (1910), cest une décli-
naison de la dernidre lettre du mot grec arithmos (GpONSS). Les Maestri d’Abaco
du Moyen Age italien ont souvent utilisé «co.», 2 la place du mot cosa (chose), et
ont écrit «p.» pour désigner le mot «pit» (plus). Notre symbole moderne de racine
carrée, |, est une dégénération de I'abréviation «» du mor «racine» (en italien
«radice») qu'on écrivait au long et qui rendait les textes plus longs.

Le but du symbolisme était donc d’effectuer les calculs d’une maniére plus
économique.

Le symbole, dans notre séquence didactique, a suivi cette méme direction. Il
a été introduit comme un moyen pour faciliter les calculs.

Sans doute, un des moments décisifs, dans Iapprentissage de I'algébre, est
celui ot on arrive 4 détacher I'objet représenté de sa représentation symbolique.
En effet, C'est griice 1 cette éclosion que le symbole acquiert une autonomie et une
vie propre. Cela signifie qu'il se produit une rupture avec une fagon d’agir et la
naissance de nouvelles relations entre Iobjet et son symbole. Or, ceci est d'autant
plus difficile 3 accomplir que (tant au point de vue de notre séquence d’enseignement
qu'a celui de Phistoire) les premigres relations entre I'objet et sa représentation, baties
sur une quasi-superposition des deux, ont été fructueuses.

Est-ce que nos éléves ont pu arriver 3 détacher I'objet, C'est-a-dire I'inconnue,
de sa représentation? Il est difficile de donner une réponse catégorique. Il semble
que le probléme doit étre envisagé en termes de relations objet-représentation qui
se construisent au cours d’un long processus. En effet, nous avons mis en évidence
une premiére relation entre I'objet et sa représentation: elle se situe dans la perte
des proportions métriques; une autre relation, plus difficile, se produit pour 'écart
qui se creuse entre I'objet comme contenu conceptuel et sa représentation. Nous
croyons qu'il y a seulement un éléve — parmi notre groupe de six éleves en difficulté
— qui a su le faire (voir extrait 3; le comparer 2 Pextrait 7: I’échec auquel I'éleve se
heurte est dii 2 I'impossibilité de gérer le symbole au-dela de sa signification con-

créte.).

A la lumitre des résultats, il semble que, devant la base des problémes proposés,
cette éclosion ne sera possible que chez certains éléves. Pour aller plus loin, il serait
nécessaire de faire une intervention didactique probablement au moyen d’autres

problemes.
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Mais Papprentissage de Ialgtbre n'est pas li¢ sculement au développement de
I'idée d’inconnue, mais aussi 4 Putilisation des régles de base, c'est-a-dire celle de
Pal-gabr et I'al-muqabala. Ces régles doivent aussi éure I'objet d’une abstraction.
Nous avons vu que, aux niveaux concret et semi-concret, cela se faisait assez facile-
ment. En revanche, au niveau du symbolisme, cela posait des problémes a certains
éleves. Lutilisation de ces régles, dans un contexte symbolique, demande un con-
trdle supplémentaire qui ne va pas de soi.

En résumé, notre séquence d’enseignement a permis aux éléves de créer eux-
mémes leurs propres stratégies et leurs propres symboles. De plus, notre séquence
a permis aux éléves de donner un contenu au symbole. C'est un point qui mérite
d’étre souligné. En effet, un symbole doit représenter quelque chose de concret.
Ceest le principe sur lequel repose la construction des représentations symboliques.
Un symbole, sans appui sur le concret (ou sur un autre symbole a contenu séman-
tique non vide), ne représente rien: Cest juste un trait. Comme nous I'avons dit
au départ, nous concevons que |'apprentissage des mathématiques repose en grande
partie sur la construction, 2 la fois individuelle et sociale, des relations entre les
objets et leurs représentations.

~ De cette perspecive, chaque relation ouvre un monde de possibilités, méme
i ce monde nest pas trés grand, comme C'est le cas des relations qui paraissent au
niveau semi-concret'%; mais, en méme temps, chaque systéme de relations «objet-
représentation» érablit sa propre frontiére qui n'est franchissable qu'au prix d’'un
changement conceptuel.

Nortes

1. Ce travail a été subventionné en partie par FCAR n® 95SER0716, Québec, et les Fonds de
recherche de I'Université Laurentienne, Ontario. Nous tenons a remercier M™ Brigitte Caveen.
Nous tenons aussi & remercier M. Guy Lehoux et ses éleves: Kevin Guy, Kevin Fraser, Jean
Desjardins, Mireille Spencer et Eric Grégoire, qui ont rendu possible I'enregistrement vidéo
de la séquence didactique présentée ici.

2. Pour f:lxer les idées, rappelons I'exemple classique de Rosnick et Clement (1980): «Il y a six fois
plus d’étudiants que de professeurs & cette université»; la tiche consiste a traduire cette expression
qui est donnée du langage naturel au langage algébrique, en urilisant S pour représenter les érudiants
et P pour les professeurs.

3. En effet, la représentation d’un objet apparait, chez Platon, comme un moyen d'accéder a
ot s gy Dt ; i g 2 s
l'idée préexistante, c’est-a-dire Peidos ou la Forme. C'est précisément ce réle-la qu'ont les
figures imprécises tracées par les géométres sur le sable ou les parchemins dans La République
(voir Livre VI, 509¢ ff).

4. Dans les problémes babyloniens, b était un chiffre donné; d’autre part, 2« signifiait la n*™
partic du nombre cherché (qui était, par exemple, le poids d’une pierre). "
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5. Pour fixer les idées, supposons que nous avons 2 faire au probléme s + - x = & Prenons comme
fausse position, C'est-a-dire comme solution provisoire qu’on sait ére fausse 2 priors, le nombre
11. En substituant cette valeur dans le premier membre, nous obtenons 12; or, on voulait 6. Donc,
on est arrivé au double de ce qu'on cherchait. 1l faut donc réduire de moitié. On applique la méme

réduction 2 la fausse position ou fausse valeur 11; donc, le résultat cherché est '-2'- .

6. 1l sagic du Trairé concis sur les régles de | ‘al-gabr et de lal-muqabala, écrita Bagdad vers 833.

7. 11 faut se rappeler que les mathématiciens d’autrefois n'étaient pas toujours cohérents dans
Putilisation dPes regles; le Traité concis d’al-Khwarizmi donne, dans certains passages, un sens
différent a la régle de I'al-muqabala ainsi qua celle de I'al-gabr. Il faudrait placer ces incongruités
dans un contexte historique pour comprendre qu'il s'agit d'une étape de systématisation d'une
connaissance transmise jusqu alors de fagon orale.

8. Développé par Borenson and Associates, P. O. Box 3328, Allentown, PA, 18106, Erats-Unis.
9. Distribué par Exclusive Educational Products, 243 Saunders Road, Barrie, Ontario, L4M 6E7.

10. Notre séquence differe de certaines approches proposées précédemment ~ et qu'on retrouve
parfois dans les textes scolaires — ol il est question J'utiliser comme représentation de I'inconnue
un petit carré, [J, qui cache le nombre cherché. Ce carré est par la suite remplacé par une
lectre (voir, par exemple, Herscovics et Kieran, 1980). Outre le cheminement progressif que
suit notre séquence & propos des représentations, il y a des différences sur la conceptualisation
de I'équation. En effer, dans ces approches-1a, I'équation est déja donnée; elle est un objet mathé-
matique per se. Pour nous, I'objet équation estun outil pour résoudre un probléme. De ce fait,
il ressort aussi que la conceptualisation de I'inconnue est trés différente dans I'approche que

nous proposons.
11. On navait pas, 3 Pintérieur du groupe, une hiérarchie de type «expert».

12. Remarguons toutefois que ce monde de possibilités a ét¢ assez grand pour permettre aux
éleves de traverser sans difficulté la coupure didactique (au sens de Filloy et Rojano, 1989).

Abstract — The introduction of algebra to students in formal school environments is most
often presented by requiring mastery of a complex symbolic language which has litcle signi-
ficance for the student. The authors present a teaching sequence which offers an alternative
means for introducing algebra. An analysis of the verbal reports of two groups of grade 9
students (Secondary 1) showed that these students construct basic algebraic concepts
within a context of problem-solving, and then begin to create symbolic concepts.

Resumen — La introduccién al dlgebra se hace frecuentemente imponiendo al alumno el
dominio de un lenguaje simbélico complejo y sin una significacién precisa. Presentamos aqui
una alternativa estructurada en torno de una secuencia didactica. El andlisis dela verbalizacién
de dos grupos de alumnos de 9° afio (3° de secundaria) sefiala que los alumnos Ilegan tanto
a construir las ideas algebraicas bésicas dentro de un contexto de resolucién de problemas
como a simbolizar de sus ideas.

Zusammenfassung - Bei der Einfithrungin die Algebra wird vom Schiiler sehr oft die Beherrs-
chung einer komplexen symbolischen Sprache ohne genaue Bedeutung auferlegt. Wir schlagen
hier eine Alternative vor, die in eine Unterrichtsreihe gegliedert ist. Die Analyse der Auflerungen
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von zxjvei (.Eruppen von Schiilern der neunten Klasse (dritte Klasse der Mitelschule) ergiebt,
dafl diese innerhalb einer Aufgabenldsungssituation selber algebraische Ideen konstruieren
und diese Ideen symbolisieren kénnen.
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