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NnRnRrvES, ExpRESStoNS nlcreRtoues
ETCALCULFORMEL:

DE LA CONSTITUTION A LATRANSFORMATION DU SENS

Abstract. This article deals with two problems that students encounter when they start
leaming algebra. The first one is the problem of the constitution of meaning of a symbolic
expression. The second one is related to the kansformation that the students have to
accomplish of this meaning in order to perform syrrtactic formal operations on the symbolic
expressions. Our discussion is based on a classroom observation oft}ree groups of l5-year-
old students dwing video-taped sequences devoted to the teaching of algebra. The semiotic
theoretical framework and the analysis of students' interaction draw from Husserl's
phenomenology.

R6sum6. Le but de cet article est de discuter deux problEmes qui se posent chez les 6ldves
en d6but d'apprentissage de l'algdbre. Le premier probldme est celui de la constitution du
sens d'une expression symbolique. Le deuxidme probldme est celui de la transformation it
laquelle on doit soumettre le sens pr6c6dent afur de pouvoir effectuer, sur l'expression
synbolique en question, des traitements de type syntactico-formel. Dans ce qui suit nous
discutons ces probldmes i partir d'observations en salle de classe portant sur 1'activit6
math6matique de trois groupes d'6ldves de 9' ann6e (15 ans.) L'analyse est conduite i
l'int6rieur d'une perspective s6miotique s'inspirant de la phdnom6nologie de Husserl.

Mots c16s : S6miotique, sens, symboles, algdbre, mise en 6quation.

l. Introduction et cadre th6orique

L'utilisation de symboles en math6matiques pose d'embl6e deux probldmes
differents. Le premier, celui de la reference, concerrl.e la nafure de l'objet
mathdmatique lui-m€me. Le deuxidme, celui de la designation des objets, concerne
la manidre que se donnent les individus pour rendre ces objets des objets de
connaissance. Alors que le premier probldme reldve de l'ontologie, le deuxidme
reldve de l' 6pist6mologie.

Les deux probldmes menfionn6s sont, bien s0r, interreli6s. Une ontologie
r6aliste munit les objets math6matiques de certains attributs. Elle autorise certaines
pre-suppositions (qui restent toutefois souvent implicites) et privil6gie certains
types de discours pour thdmatiser les objets du savoir (on y parle, par exemple, de
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la constitution du sens, notamment le systdme du langage parl6 et celui des gestes.
Or, la prise en compte et l'6lucidation du r6le des aukes systdmes sdmiotiques
assurant la conversion et Ie traitement sont des 6l6ments fondamentaux pour une
6tude de l'ontogendse des significations math6matiques. Il ne s'agit pas d'affirmer
que Duval a minimis6 le rdle du langage corrune pivot d'articulation entre registres.
c'est lui-mOme qui nous a rappel6 que le r61e du langage en tant que pivot
d'articulation frt pertinemment soulign6 par Jakobson. I1 s'agit, pour moi, d'ins6rer
le langage au sein de 1'activit6 s6miotique des individus pour rekacer la
constitution du sens et la transformation de celui-ci. Toutefois, il convient de noter,
avant de continuer, qu'en prOtant attention d la < voix > des 6ldves, je ne me place
pas dans la foule de travaux contemporains qui rdduisent la conskuction du savoir
au discours ou i l'interaction (pour une critique des approches discursives voir
Radford 2002a.) Je me rapproche plutdt du constat que Marx exprimait dans son
Grundrisse selon lequel les id6es n'existent pas sdpar6es du langage.

Puisque ma position th6orique vis-d-vis du langage est cruciale pour situer
l'analyse queje ferai du sens que les 6ldves attribuent arrx expressions algdbriques,
il me faut apporter une nuance ici. En soutenant que les id6es n'existent pas s6par6s
du langage, je ne prends pas parti pour la position subjectiviste qui voit dans le
langage le vdhicule d'expression des id6es. Je ne prends pas parti non plus pour la
position (adopt6e par plusieurs post-modemistes) qui confBre au langage le rang
d'un ddmiurge tout-puissant constructeur de la r6alite. 17 s'agit plut6t, pour moi, de
concevoir le langage (et 1es autres systdmes s6miotiques) comme des moyens de
r6flexion (dans les deux sens, celui de reflet et celui de prise de conscience) se
mouvant dans un horizon d'objectivation selon des modes de fonctionnement
culturellement constitu6s (Radford, 1998.) Dans cette demidre conception, of 1a
r6flexion est une des formes de la praxis sociale, conception proche i plusieurs
6gards de celle que Marx 6nongait dans le Grundrisse,le langage apparait en tant
que porteur de significations et des < modes d'action (op6rations) socialement
6labords, dans la pratique desquels les hommes modifient et connaissent la r6alitd
objective > (Leontiev,1984, p. 155.)

cet article fait suite d d'autres articles, que nous avons pubri6s
pr6c6demment, concemant Ie probldme de la ddsignation des objets
mathdmatiques. Il se veut une exploration additionnelle et ndcessaire d'un des
r6sultats auxquels nous sofirmes parvenus sur l'apprentissage de l,algdbre
symbolique chez des 6ldves d6butants. Ce r6sultat peut 6tre r6sum6 de la manidre
suivante. Suite aux kavaux de Filloy et Rojano (1984, 19g9), dans une vaste partie
de la litt6rature sur l'apprentissage di l'aigdbre, on 

"parle 
des difficult6s
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pour d'autres systdmes s6miotiques 6galement.) Les intentions ont lieu d l'int6rieur
d'exp6riences culturelles que Husserl appelait noesis.Il appelait noema le contenu
conceptuel de ces exp6riences. Ainsi, le noema correspond d la manidre selon
laquelle les objets sont saisis et deviennent _connus par les individus. Noesis
correspond aux catdgories culturelles qui rendent possible que les objets du savoir
soient l'objet d'attention (Husserl, 1931.)

En poursuivant ma recherche au sujet des processus s6miotiques de
construction du sens et d'utilisation de signes chez des 6ldves d6butant
l'apprentissage de l'algdbre symbolique, la question que cet article tente
d'examiner est celle de la manidre dont les expressions symboliques sont munies
de sens lors de la d6signation des objets et de ce qui arrive au sens quand des
op6rations sur ces expressions sont n6cessaires. L'analyse pr6sent6e ci-dessous
portera sur une t6che concernant la r6solution d'un probldme en mots. En termes du
cadre th6orique esquiss6 pr6c6demment, la question de recherche est d'6tudier la
manidre (la noesis) dans laquelle les 6ldves utilisent des signes pour exprimer des
facettes particulidres (les noemata) des objets du discours. Aprds quelques
commentaires sur la m6thodologie, je vais proposer une distinction entre probldme
en mots (story-problem) et narrative symbolique. Cette distinction me permettra de
foumir des interpr6tations de certaines expressions alg6briques produites par les
6ldves et qui, d premidre vue, sernblent d6pourvues de sens. Je vais en suite
discuter le concept de nominalisation. L'intdr6t th6orique de ce concept n'est pas
tout simplem'ent d'expliquer comment les incorurues d'un probldme sont
inkoduites dans la phase de symbolisation alg6brique. Sa fonction est plutdt celle
d'un outil th6orique pour examiner cornment se fait la construction du sens des
expressions symboliques dans ces limbes of on n'a pas tout i fait quitt6 l'histoire
originelle (celle du probldme en mots) et on n'a pas encore compldtement atteint le
domaine de la narrative symbolique (c'est-d-dire, la narrative racont6e en signes.)
La dernidre section pr6sente une discussion courte du probldme de l'utilisation
abstraite ou formelle des signes une fois que l'6quation associ6e avec le probldme
en mots a 6t6 produite.

2. M6thodologie

Les donn6es pr6sent6es ci-dessous proviennent d'un programme de
recherche longitudinal qui a d6but6 1'ann6e 1998-1999 et auquel participent 4
classes appartenant d deux 6coles diff6rentes. Un des objectifs de ce programme est
d'assurer un accompagnement d ces quatre classes pendant plusieurs ann6es. Lors
de cet accompagnement, nous participons conjointement avec les professeurs des
dcoles dans l'6laboration des activit6s math6matiques reli6es d l'algdbre. Les
activit6s de salle de classe sont 61abor6es de sorte que les dldves travaillent selon
une structure de petits groupes Q iL 3 6ldves par groupe.) Usuellement, aprds le
travail en petits groupes, le professeur conduit une discussion g6ndrale qui permet

195
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utilisd pour g6n6rer trois probldmes. Dans le premier probldme, on demandait aux
6ldves de ddsigner le nombre de bonbons de Manuel par x; ensuite ils devaient
trouver une expression alg6brique pour le nombre de bonbons de Kelly et de Jos6e,
produire une 6quation associ6e au probldme et la r6soudre. Les probldmes 2 et3
comprenaient des questions similaires. La diff6rence se trouve dans le point
d'ancrage de la d6signation des objets. Alors que dans le probldme 2, on ademand6
aux 6ldves de d6signer par x le montant de bonbons de Kelly, dans le probldme 3 la
lethe x devait d6signer le nombre de bonbons de Josde.

3. R6sultats et discussion

3.1. De H6ros aux Objectitdss

Une des difficult6s auxquelles les dldves doivent faire face dans des
probldmes incluant des ptrases comparatives telles que :

(Comp) < Kelly a 2 bonbons de plus que Manuel >
consiste i en d6river des phrases assertives (c'est-i-dire des phrases qui
6liminent la relation de comparaison) du type : < A (ou B) a C >.

Si, par exemple, Manuel a 4 bonbons, la phrase assertive d6riv6e de (Comp)
prendra la forme :

(Asser) < Kelly (sujet) a (verbe) 6 (adjectifl bonbons (nom) x

Dans le cas de l'algdbre, l'adjectif n'est pas connu (on ne sait pas combien
de bonbons A a.) Comme rdsultat, l'adjectif doit €tre d6sign6 d'une certainefagon.
Il doit devenir < prddicable >>. En utilisant une lettre (disons 'x') un nouvel espace
s6miotique est ouvert6. Dans ce nouvel espace, l'histoire originale doit 6tre
racont6e d nouveau, d6bouchant sur ce qu'on appelle souvent (bien que de fagon
trop simpliste, comme Duval (sous presse) nous le rappelle) la < kaduction >> en
6quation du probldme donn6. A la place de traduction, je prdfdre parler de
narrative symbolique. Ce terme cherche d souligner deux 6l6ments essentiels. Le
premier 616ment consiste d remarquer que, dans ce nouvel espace s6miotique, on
raconte encore une histoire, mais cette fois-ci en symboles math6matiques. Le
deuxidme 616ment met en €vidence le fait que, bien qu'il y ait de ressemblances
entre l'histoire originale et la narrative symbolique, les personnages changent. Ce
changement est caract6ris6 comme un glissement no6matique qui met en avant

5 Pour faire r6f6rence non pas seulement ir des choses individuelles mais aussi i des choses
complexes, i des catdgories ou i des 6tats d'affaires, Husserl (1961,44) utilisait Ie terme

Qegenstiindlichkeit (objectit6.) C'est dans ce sense que nous le prenons ici.
o Le nouvel espace sdmiotique ne doit pas forc6ment 6tre celui de l'algdbre symbolique. Les
abaquistes italiens du 14" sidcle out construit des espaces s6miotiques complexes d I'aide de
mots dot6s d'une technicit6 trds subtile. Voir Radford - 1997 .
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NARMTIVES, EXPRESSIoNS ALGEBRIQUES ET CALCUL FoRMEL

3. Professeur: Ici ils te demandent, ld, d'6crire l'expression algebrique pour
le nombre de bonbons reprdsentds par Kelly. Donc si lui est x, elle est
quoi ? C'est ga [ce qu'ilJ faut que tufigures.

4. Stacey: (en mdme temps qu'elle regarde le professeur, elle dit) x-2.

MOme si l'intervention du professeur a pris une forme elliptique (il dit:
Manuel est x), cette intervention vise i faire en sorte que les 6ldves cenkent leur
attention sur le nombre de bonbons de Manuel. L'effort du professeur pour
produire un glissement no6matique chez les 6ldves se voit, cependant, sans succds :

il est accueilli par une phrase qui ne fait que r6p6ter les informations (Ligne 2) et
dont l'intonation exprime une r6ponse du type : << oui, oui, nous savons tous cela >>.

La construction d'une narrative symbolique pour l'histoire donn6e exige trne
nouvelle approche : alors que l'histoire originale se d6ploie selon une lecture
lindaire de gauche d droite (avec des 6ventuels retours en arridre), le point d'entrde
dans la narrative symbolique n'a pas un emplacement permanent. Le point d'entr6e
reste dans un espace qui est impossible d d6finir a priori. Et m6me si on arrivait i
le d6tecter, il resterait encore un autre probldme: il n'y a pas de congruence (au
sens de Duval) entre l'histoire originale et la narrative symbolique. Le langage
naturel servant de base i l'activit6 s6miotique des 6ldves ne suffit ni d cerner le
point d'entr6e, ni a offrir un contrdle : c'est que dans la narrative symbolique,
I'ordre du discours (pour reprendre le terme de Foucault) est diff6rent et ce que ce
discours thdmatise porte sur d'autres choses.

Quel est alors le role des signes dans l'expression symbolique produite par
les 6ldves ? Nous vetrons maintenant que les signes des 6ldves constituent des
scripts racontant des parties remarquables de l'histoire originale. Arr6tons-nous
aux expressions "x-7" et "x2" produites par Stacey. Chacune de ces expressions
est faite d partir de trois signes. Dans la deuxidme expression, ces signes sont 'x', '-
' et '2' . Le sens de ces expressions n'est pas, bien sfir, celui qu'on s'attendrait dans
la pratique de l'algdbre. Mais nous ne pouvons pas dire pour autant que ces
expressions n'ont pas de sens. L'expression <<x-2)t, qui fusionne f intervention du
professeur (Ligne 1) et la compr6hension que stacey 6labore de celle-ci (Ligne 4),
peut 6tre lue comme une expression qui dit que Manuel a un certain nombre de
bonbons ('x') et qu'il a deux ('2') bonbons de moins ('-') que Kelly. Ainsi, le signe
'-' n'est pas en train d'indiquer une soustraction sur llinconnue x mais c,est une
marque d'orientation d'un court script au sujet de l'histoire originale. De fagon
similaire, le signe '7' dans l'expression <<x-'l >> n'exprime pas l'expression << x
moins 7 >. Tel qu'indiqu6 par stacey dans le dialogue, le nombre 7 vient former
part de l'expression symbolique avec rm sens import6 de sorte que chaque signe
dans l'6quation nous raconte une partie de l'histoire originale.

Quelques minutes plus tard, le professeur est revenu voir le travail des
6ldves. Le dialogue a pris alors la tournure suivante :
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NnRRRrvEs, ExpRESSIoNS ALGEBRIQUES ET cALcuL FoRMEL

choix des formules elliptiques a fait possible que les 61dves commencent d
comprendre le trds lourd sens que portent les expressions alg6briques, m€me si
elles sont compos6es d partir d'un nombre incroyablement limit6 de signes.

3.3. Nominalisation

Les groupes 2 et 3 n'ont pas rencontr6 les m6mes difficult6s que le groupe 1.
Voici un extrait du groupe 2 :

Anik : OK. ... Manuel ga va Affe b variable x (elle montre un endroit sur le
page d'activitd) comme...comme s'ils veulent...trouye l'iquation ld ... I'dquation
pour Kelly cbst ... d cause euh elle en a 2 de plus que Manuel. Manuel il en a ...
en a le montant x. So x plus two pqrce qu'on sait pas, x c'est combien Manuel a.
Right. So, elle [Kelly] en a (elle montre un endroit sur le page d'activitd) en a
comme whatever Manuel a plus two.

Nous voyons corrment la phrase comparative a 6t6 transformde en une
phrase assertive (< elle en a corlme whatever Manuel a plus two >.) En
introduisant la letke x (dans < Manuel ga va 6tre la variable x >> et << Manuel il en a
... en a le montant x >), Anik, en utilisant d'abord le verbe '€tre' et ensuite le verbe
'avoir', ouwe la porte qui mdne d la narrative symbolique. Nous pouvons voir
comment, malgrd la reformulation d la fin de l'intervention, les h6ros commencent
d disparaihe de la scdne principale. Mais essayons de voir les m6canismes
s6miotiques qui rendent ceci possible de plus prds.

L'insertion de 'x' comme une d6signation du nombre de bonbons de Manuel
pr6pare le terrain pour une nominalisation. Par nominalisation je veux dire un
processus linguistique d kavers duquel quelque chose est transform6e en sujet ou
en objet d'un verbe. En le nommant, on d6gage cette << quelque chose >> de ce que
Hjelmslev appelait la masse amorphe de l'horizon du discours (Hjelmslev, 1969,
pp. 51-52) et on la place en avant, devenant ainsi objet d'attention8.

En disant << whatever Manuel a >>, l'expression peut maintenant devenir le
nom dans la phrase assertive < Kelly a (nom) +2 ). Il est en effet int6ressant de
noter que, sans aide, le groupe 1 n'aurait pas pu offrir de nominalisation. Les
groupes 2 et 3, par contre, ont effectu6 des nominalisations. Voici un exemple,
provenant du groupe 3, au sujet du probldme 3 (oit x d6signe 1e nombre de bonbons
de Kelly.)

l. Michelle: Kelly...(inaudible.)..Ld le x is all moved around. They're trying to
trick us. So if Kelly has deru bonbons de plus que Manuel, then Manuel a

8 La nominalisation est, de manidre plus g6n6rale, un des m6canismes d'objectivation
sdmiotique. Le thdme de I'objectivation est tait6 en d6tail dans Radford (sous presse) et
Radford 2OO2c.
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NnRRnrves, EXpRESSIoNS Ar-cEennues ET cALcuL FoRMEL

l. Anik: Ouin. Gars bein. (Elle prend lesfeuilles) ce qu'on essayb defaire
c'est de mettre fles expressions symboliquesJ avec les personnes, Ok ?
Kelly en a deux de plus que Manuel, Manuel en a x, plus two c'est ce que
Kelly en a [elleJ a n'a whatever que lui .a plus deux. Ok. Qa va €tre x plus
two, qa cbst entre parenthdse, plus x plus cinq, qui va faire ce que Josde
en a, plus x qui va faire ce que Manuel en a [elle vise l'expression
'(x+2)+(x+5)+x'J

2. Luc: Egale d quoi ? 30, 37 ? (Chantal dcrit 2x+5x+x)
3. Anik: (en regardant I'expression symbolique de Chantal, elle dit) 2x, je

pense pas
4. Chantal: pourquoi pas ?
5. Anik: (elle pointe d un endroit sur le papier) parce que ld t'es t'aprds faire

deux fois x
6. Chantal: Non.
7. Anik: Icite on est aprds faire deux plus x (Anik ecrit (x+2)+(x+5)+x)
8. Luc: (en regardant l'expression dcrite par Anik, dit) Tu les regroupes, les

regroupes tous les x (Chantal efface ce qu'elle avait 6crit)
9. Anik: (En s'adressant d Luc) Non, non !
10. Luc: Ouin ! tu regroupes tous les x
I l. Anik: non ! Gars bein, gars bein, (elle pointe encore vers un endroit sur le

papier)
12. Luc: Oh my God !
13. Anik: Je ieux juste te I'expliquer, gars bein. Lui y'a en a, elle en a x plus

.deux, right ?

A la ligne 2, Chantal utilise une syntaxe bas6e sur le critdre de juxtaposition
de signes. La phrase est structurde i la manidre des narratives oit les signes sont
codds en tant que termes clds.ll s'agit d'une strat6gie similaire i celle utilis6e par
les scribes babyloniens dans la construction des tablettes pictographiques de la
p6riode protoJitt6raire (ca. 3300-2900 Av. J.-C.) pr6c6dant l'apparition du
cundiforme oi, pat exemple, un ensernble de pictogrammes reprdsentant
<< mouton >>, <<2 >> et < temple > pouvait signifier << deux moutons ont 6t6 remis (ou
regus) du Temple > (voir Radford 2001,28-33.) L'expression 2x ne signifie pas 2
fois x ou deux x. Pour Chantal, 2x exprime f id6e que Kelly a 2 bonbons de plus
que Manuel, et c'est pourquoi elle est surprise (ligne 6) qu'Anik ait pu interpr6ter
ceci differemment. Mais le dialogue montre dgalement une autre facette de la lutte
que liwent 1es 6ldves dans leur essai de signification d travers le langage
alg6brique : d la ligne 8, Luc regroupe les termes similaires. Anik s'oppose
radicalement d cette action. La question est: pourquoi ? La raison en est que le
regroupement des termes similaires signifie une rupture avec le sens origlnal. Tous
Ies efforts accomplis lors de la d6signation des objets afin de produire la narrative
symbolique doivent €tre mis i l'6cart. La narrative symbolique au complet doit
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objets qui, de ce fait, deviennent pr6dicables. Elle assure qu'un < quelque chose >>

devienne accessible i l'activit6 intellectuelle des dldves et que ce << quelque chose >>

soit converti en sujet ou en objet d'un verbe.

En ce qui concerne le deuxidme point, en comparant des proc6dures arithmdtiques
et alg6briques, Vergnaud (1989, p. 37) avait insist6, il y a plusieurs ann6es, sur le
changement de sens que les 6ldves doivent effectuer: < le contrOle du sens des
op6rations faites ne se fait plus avec les m€me moyens >>, disait-il, en se r6f6rant
aux op6rations formelles de l'algdbre. Mais malgr6 avoir vivement insist6 sur le
r6le fonctionnel de la reprdsentation et sur le r6le du langagerr -r61e qu'il a
soulign6 m€me dans l'apprentissage de l'algdbre (Vergnaud, 1988F, Vergnaud ne
s'est pas arrdtd e 6tudier la gendse du sens et de sa kansformation dans l'action it
travers le langage. En dtudiant la microgdnese du sens et de sa transformation,
d6voil6es ir travers le langage des 6ldves, nos observations de salle de classe se
placent dans f interaction de plusieurs systdmes s6miotiques (ou < registres >>) -
dont la parole et 1'6crifure dans cet article-ci- et nous laissent voir certaines
difficultds qui se prdsentent dds qu'un calcul formel doit 6tre effectu6 sur des
expressions symboliques 6labor6es prdalablement sous forme de narrative
symbolique.

Pour que le calcul formel ait lieu, la narrative symbolique doit collapser. Et
cela exige que le sens de l'expression symbolique soit transform6. Une deuxidme
constitution du sens doit 6he mise en place. La constitution du sens aprds le
collapse m6rite encore plus de recherche. Alors que Russell (1976, p. 218)
considdrait 1a manipulation formelle de signes coflrme descriptions vides de la
r1alit6, Husserl soulignait le fait que de telles manipulations de signes requidrent un
glissement d'attention, un changement no6matique. Sans pr6tendre r6duire la
nouvelle attention au signe qua s\gne, Husserl soutenait que le centre d'attention
doit se placer sur le signe lui-m6me. I1 disait que la manipulation abstraite de
signes est possible grAce d des nouvelles significations r6sultant de rdgles qui
fonctionnent d la manidre des rdgles d'un jeu (Husserl 796I, p. 79), ce qui l'a
amen6 d parler de .signes qui ont une signification de jeu. Il me semble que la
richesse de la m6taphore de Husserl r6side dans la manidre de nous rappeler le r6le
culturel et conventionnel des rdgles. Mais puisque l'arbitraire et le conventionnel
sont deux choses diff6rentes, la faiblesse de la m6taphore est qu'elle ne nous aide
pas d voir la justification derridre la nature du conventionnel.

I I C'est-d-dir e le langage p arld (Y erynatd, I 985, p. zaQ.
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