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LE RAISONNEMENT ALGEBRIQUE
L,NE REFLEXTON EPTSTEMOLO GTQT.TE

. Luis Radford
CIRADE, Universit6 du Qu6bec i Montrdal

R6sum6
Nous abordons ici le probllme du raisonnement algibrique sous un angle
€pistCmologique d intirAt didactique, en emminant de pris une fortne de
pensde qui est d la base d'une partie imponante de l'activitd mathAmatique
ancienne en relation avec l'algdbre, d savoir la pensCe analytique. Nous
contrastons celle-ci d une autre forme de pensde (antirieure d celle-ld), la
pensee proportionnelle. Pour pouvoir rnener notre analyse nous avons
ilaborC un cadre thiorique qui prend en compte les relations entre les
probldnes,les concepts et les mdthodes de risolution.

Introduction
Depuis quelques anndes, on observe un int6r€t croissant, dans le cadre des recherches en

enseignement des math6matiques, i compren&e ce qu'est le raisonnement alg6brique. Cette
question se veut un pr6alable ou un point de d6part face i des actions i entreprendre sur le plan

didactique, afrn de faciliter aux 6lBves la constnrction des connaissances algdbriques.

Pour Kieran (1991), la caract6risation de la pensde algdbrique est li6e i I'acte de

gdn6ralisation, sans toutefois rester d ce niveau: pour elle, <<a necessary component is tle we of
algebraic synbols to reason about and to express tlat generalization>>. Filloy et Rojano (1935)

ont posd le probldme en termes de la construction et de la structuration de ce nouveau langage

alg6brique, dont l'6volution est vue -entre autres choses- en fonction de I'apparition de

nouveaux objets, des nouvelles opdrations et d'une relation entre Ia s€mantique et la syntaxe du

nouveau langage, le symbolisme y jouant un r6le important. Un concept fondamental est ici
celui du SystCme MathCmatique de Signes (cf. Kieran et Filloy, 1987). Lins (1989), donne par

contre moins d'importance au r6te jou6 par les symboles et distingue, dans le cadre de la

rdsolution de problBmes, le champ numdrique de r6f6rence et le champ analogique de r6f€rence
(celui-ci constituant un terrain d'observation qui privil6gie I'analyse qualitative de la rdsolution

du problBme). Nadine Bednarz et Bernadette Janvier ont d6veloppd une approche trBs

int6ressante face au problBme de l'dmergence du raisonnement alg6brique, et ce en termes des

sauts conceptuels qui marquent le passage e un mode de pens6e alg€brique et en termes des

repr6sentations que se fait le sujet du traitement des relations contenues dans 1'6nonc6 du

problEme (cf. Bednarz et al., l99l,l99Z).
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Dans cet article, nous nous proposons de faire quelques consid€rations d'ordre
dpistdmologique relativement au raisonnement algdbrique dans la r{solution de problBmes. Dans
un premier temps, nous essaierons d'esquisser un cadre th6orique -dont le but est de fournir une
plate-forme d'obseryation et d'analyse de thdories (ou corpus de connaissances) mathdmatiques-
qui privil6gie I'id6e de problCme et de mAtlude de r€solutioz. Bien que ce cadre th6orique se
trouve encore i l'6tat embryonnaire, il suffira aux besoins de cette 6tude. Puis, i partir de
certains exemples tir6s de I'histoire des mathdmatiques, vue ici i la lumiBre de notre cadre
th6orique, nous allons tenter de rep6rer de prEs certains changements qui surviennent i
I'intdrieu de la theorie quandcelle-ci atteint un niveau algdbrique.

Le cadre th6orique:
D'un point de vue 6pistdmologique, nous nous proposons de consid6rer une th1orie oa

un.rysreme r comme 6tant composd d'un ensemble (structurd) O de concepts (ou cadre
conceptuel), d'un ensemble fI de problEmes, et d'un ensemble I de mdthodes de r6solution de
problbmesl.

Un problBme ne se pose jamais in vacuo: il signifie probllme par rapport I quelque

chose, en particulier par mpport i un certain cadre conceptuel Q. Ainsi, par exemple, les
problbmes sur les nombres premiers, chez Euclide, relEvent du concept de diviseur d'un
nombre. I1 y a donc une relation de type Q->I (<<fI dCpend d1 A").

Mais les problEmes fI qu'on envisage ddpendent eux aussi des m6thodes E dont on

dispose: il y a ainsi une relation: E->fI.2 Aufiement dit, les ensembles Cl et X sont 1i6s e

l'ensemble I1, par le fait que justement les concepts de Q et les m6thodes de E sont cens6s

apporter des solutions aux problEmes contenus dans I'ensemble II. On peut reprdsenter cela par

(1, E->I
I'expression:

D'autre part, les mdttrodes E d'une thdorie d6pendent des concepts, O, et des problBmes,

fI, qu'on se pose:

Par exemple, les mdthodes ,rrrrr"$;k:idre le probteme du calcul des zdros d'une
fonction d6pendent des concepts qu'on utilise (continuitd de la fonction, ddrivabilitd,
comportement de la d6riv6e dans un intervalle ...)

On pend ici le mot theorie dans un sens EEs g6n6ral.

Souvent la prdsentation des problBmes II de la ttrdorie t se fait en fonction de la mdthode de rdsolution:
c'est le cas du Libro di Ragioni, de Paolo Gerardi, par exemple (cf. Van Egmond, 1978).
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E, fI->Cl 
1

Ainsi, par exemple, quand Lagrange se trouve confront6 au probleme n de la rdsolution
de l'dquation du cinquidme degr6, en utilisant les m6thodes E de l'6poque (bas6es
essentiellement sur les opdrations dl6mentaires de I'algebre), il se voit oblige d'introduire de
nouveaux concepts, comme celai defonctions semblables (celles qui restent invariantes par le
mOme groupe de permutations) ou cehn d'cquation rcduite (cf. Radford, 1990).

Notre cadre th6orique suppose que les formes de pensieC" qui permettent la
construction cognitive d'une th6orie t = (C), fI, >) sont li6es aux relations X-->y (<y dCpend
de X>>) qui s'6tablissent entre les composantes de t, de sorte que l'Cvolurion d,une th6orie
pourrait 6tre mieux comprise, comme le suggErent les exemples que nous venons de voir,
justement i travers I'interaction des composantes de t, donc i travers la relation <<-->)
(<<...ddpendre de...rr) qui opEre sur 13. Autrement dit, l'6tude de I'ensemble C, desformes
de pens€e qui sont i la base de la construction de la th6orie t pourrait €tre abordie i I'aide du
couple (C -->).

Bien str, il n'est pas question dans cet article, de nous occuper d'unc 6tude minutieuse de
1'6volution de I'algEbre: I'dtude de la thdorie alg6brique t et dc ses composantes s'avBre un
travail d'une complexitd majeure. Ainsi, i la place d'une 6tude longitudinale exhaustive, nous
allons nous contenter ici, comme nous I'avons dit ci-dessus, de tenter de rep6rer certains
changements qui surviennent quand une thdorie atteint un niveau algdbrique.

Nous allons analyser certaines procddures de r€solution de problBmes qui proviennent des
math6matiques babyloniennes et les comparer i la mdthode que nous avons appelde mdthode de
l'inconnue opirationnelle de Diophante (cf. Radford, 1992).Il ne s'agit pas ici d'entrer dans la
pol6mique -toujours ouverte- de la pr6sence ou de l'absence d'une <<algEbre> chez les
babyloniens4: ce qui nous intdresse est de voir, i partir de segments fiables de I'activitd
math6matique d'autrefois que I'histoire met A notre disposition, quelle est la diffhrence au
niveau des thCoies, quand on passe de mdthodes de rCsolution non analytiques aux m6thodes

de rdsolution analytiquess.

Evidemment, il y a aussi d'autres relations gui peuvent faire qu'une thdorie change, par exemple, les
relations de la thdorie avec la soci6td dans laquelle la th6orie se trouve plac6e.

Pol6mique qui glisse souvent dans le pidge d'aller voir cette possible algObre i la lumi0re de notre alglbre
actuelle!

L'analyse est prise ici au sens de Pappus: on part de Ia supposition que la chose cherch6e est d6jb obtenue
alin d'en d6gager une suite de cons6quences. Une discussion sur I'anatyse comme mdthode en algpbre se
trouve dans Charbonneau et Lefebvre (1991) ou Lefebwe (1992).
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R6solutions non analytiques: quelques tr6moignages
I-€s textes que nous allons dtudier dans cette section proviennent des mathdmatiques qui

ont fleuri en M6sopotamie, cette plaine bordde par les montagnes ann€niennes, le massif
montagneux daZa,gros et le d6sert de Syrie, et parcourue par les eaux du Tigre et de I'Euphrate
et sur laquelle se sont 6rig6es des villes telles que Babylone, Sumer et Suse. Ces mathdmatiques

ont attir6 l'attention d'un certain nombre d'historiens et de math6maticiens, surtout i partir de la
pdriode entre les deux guerres, grice aux possibilit6s offertes par le ddveloppement de
I'archdologie. Les travaux de naduction et d'analyse des tablettes contenant des textes en
relation avec les mathdmatiques (Neugebauer, 1935, Neugebauer et Sachs, 1945, et Thureau-
Dangin, 1.934, entre autres), ont penrris d'avoir une id6e des mdthodes et des probl}mes utilisds
dans la r6gion de Mdsopotamie au cours de la pdriode qui s'6tend jusqu'avant la conqu6te de
Babylone par Alexandre If, Grand, soit vers 311 av. J.-C.

Parmi les textes mdsopotamiens qui nous sont parvenus -inssrits sur des tablettes en argile
qui ont en g6n6ral la taille d'une main- certains pr6sentent des problBmes qui sont r6solus par
des m6thodes non analytiques, qubn peut appeler des m6thodes par ajustement. Voici quelques

exemples.

Les m6thodes par ajustement
Dans la m6thode par ajustement, on part d'une <<solution> num6rique a piori fausse.

On voit quel est le rdsultat et on le compare avec ce qu'on aurait d0 obtenir. L'ajustement peut se

faire de plusieurs fagons, ddpendant du problBme en question.

Ajustement par proportionnalit6
L'exemple suivant, qui provient d'une tablette de Suse,6crite probablement vers 1300 av.

J.-C., montre que I'ajustement se fait sur la base d'un raisonnement proportionnel. Aux yeux

des mathdmatiques actuelles, le probldme met en oeuvre une expression qui n'est pas lindaire,

mais cela n'empOche pas d'utiliser avec succbs I'id€e d'ajustement6.

Nous avons laissd les nombres en base 60, c'est-i-dire dans la base utilis6e en

Mdsopotamie i l'6poque. Ainsi, a;b signifie a + (b/60). De mOme, a;b;c signifiie a+ (b/60) +

c/(60)2.

Il s'agit en fait du calcul de la diagonale d'un recrangle; la solution se base sur la relation dite de

Pythagore: la diagonale est donnde par la relation: 1*2 + ,\tfz. Si on appelle f(x,y) cette expression, on
voit que f(l"x,ly) = ?'f(x,y): cela assure le succEs du raisonnement proportionnel dans le probllme.
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Ienoncd du problEmeT:
Supposons que la largeur [du rectangle] mesure un quart de moins que sa longueur. 0;40 [est] la
dimension de la diagonale. Quelles sont les dimensions du rectangle?

La solution Qes nombres sont donn6s en base 60) se fait ainsi:
<<Toi pose 1, lia longueur, pose I le prolongemenl

0;15,Ie qo"rt8, soustrais de l. Tu trouves 0;45.
Pose I comme longueur, pose 0;45 comme larganr, car6 l, lia longueur, I tu trouves.
Carr6 0;45,la largeur, 0:0;2.025 tu trouves.
De I et 0;01?-425 tfaitl la somme: l;0;2V25
Quelle est la racine carr6e? 1 ; 15 est la racine can6e.
Auendu que 0;40 la diagonale t'a 6td indiqu6e, d6noue I'inverse de l;15 la diagonale, 0;48 [tu
trouvesl>.

Ensuite, le scribe fait le rapport entre la mesure de la diagonale qu'il vient de trouver
(1;15) et celle qui est dite dans l'6nonc6 (0;40):

Porte 0;48 I 0;40 la diagonale qui t'a 6t6 dite, 0;0;1920.
Porte 0;0;1920 tr 1 Ia longueur que ur as posds 0;0;1920 tu trouves,0;0;1920 est la longueur.
Porte 0;0;1920 tr 0;45 la largeur que tu as pos6e, 0;?1tt tnouves, [c'est la largeur].

oj'":T:hr:J"TfiXii:T*, 
de ra tabrette vAr 838e, raisse voir un t1rye de rdsorution

que nous pouvons appeler par compensation.Il s'agit de trouver deux grandeurs dont on
connait la somme. On suppose au ddpart ces grandeurs dgales i la moiti6 de lcur sornme, puis i
la fin on compense de fagon i obtenir les grandeurs correctes.

I0nonc6 du probllme:
<J'ai r€coltd 4 gur de grains par mrP. pans un deuxi0me terrain, j'ai r6colt6 3 gur de grains par
bnr. La production du premier terrain a 6td de 820 de plus que le deuxilme. Irs aires des deux
terrains font ensemble 30O tSARl. Quelle e.st I'aire de chacun des terrains?>

Vu que 4 gur 20,0 sila et que 3 gur=15,0 sila, le probldme peut s'6crire, en langage

algdbrique actuel, de la fagon suivante:

(20,0/30,0) x - (15,060,0)y - 8,20

x + y=30,0

Source: Pichot (1991, pp. 108-109).

Rappelons que l/4 = l5l60i donc un quart s'6crit 0;15 en base 60.

I-e btr est une unit6 de mesure de surface. I btr = 30,0 SAR (donc 30x60 SAR, en notation ddcimale) et

I SAR = t2 yds. car6es). Le grr est une mesure de volume, ainsi que le sila. L'dquivalence entre ces deux

derniBres, qui apparaira dans les calculs suivants esc I gur = 5O sila.
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La rdsolution corlmence en supposant que les deux terrains ont 15,0 SAR chacun (donc
la moiti6 de I'aire toale). Ir scribe diu

<<Divise 30,0, la somme des deux aires, en deux parties: 15,0. Ainsi, prends 15,0 et 15,0 encore
une fois.>

Ensuite la tablette prdsente une suite de calculs qui correspondent d la quantitd de
production qui reviendrait i chaque terrain, s'ils avaient une aire de 15,0 chacun: I'inverse de
30,0 est multiplid par 20,0, ce qui donne 0;40, c'est-i-dire la production de grains du premier
terrain par SAR. Ensuite, le scribe calcule la production qui correspond i 15 SAR: il fait:

0;40x15,0=10,0.10
k scribe fait un calcul similaire pour trouver la production du deuxiEme terrain: celle-ci

est de 0;30 et donc la production de ce terrain (suppos6 de 15 SAR d'aire) est de 7,30.

Ensuite le scribe fait la diff€rence entre les productions:

10,00 -7,30=23a
Or, d'aprbs l'6nonc6 du problbme, la diff6rence devait 6tre de 8,20.
Alors, le scribe soustrait les deux valeurs:

8,20-2,30=5,50
L€ sc, ibe dit alors: <garde 5,50 en t6te>> et fait le calcul suivant

0;40+0;30= 1,10

Puis, dit:
<Je ne connais pas l'inverse de l;10. Par quoi faut-il que je multiplie l;10 pour avoir 5,50? Prends
5,0, car 5,0 x l;10 = 5,50.>

<Soustrais 5,0 d'une des aires et ajoute-le i l'autre. La premilre aire est ?.0,A et h deuxiDme 10,0.
Donc 20,0 est l'aire du premier terrain et 10O est celle de lhure.>

Commentaires:
Le calcul 0;40 + 0;30 = 1,1.0, qui est vital dans le d€nouement de la solution, peut Ctre

compris de la fagon suivantell: vu que la somme des aires doit €tre 30,0 SAR, si on augmente
I'aire d'un des terrains en une certaine quantitd, il faut retrancher cette m€me quantitd i I'aire de
l'autre terrain. Pour chaque SAR que j'ajoute au premier terrain, il augmente de 0;40 gur sa

production, alors que I'autre la r€duit de 0;30. Donc'la diff6rence entre les productions des

terrains augmente de 0;40 + 0:30 = 1,10 par SAR. Mais comme on ne veut pas 1,10 mais 5,50,
il faudrait prendre 5,0 SAR.

Ainsi, le premier terrain aurait une aire de 15,0 + 5,0 et le deuxiBme une aire de

15,0 - 5,O.

Rappelons que 15,0 s'6crit en dEcimal 15x60 et que 0;40 s'4rit40l@. Donc 0;40 x15,0 = 600 = lOxCI
donc l0,0enbase60.

L interprEation que nous foumissons est bas6e sur celle de van der Waerden (1961; 1967).
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Les deux probllmes pr6c6dents t6moignent de I'utilisation de deux m6thodes
(arithm6tiques) de rdsolution de problEmes chez les m6sopotamiens, donc de deux 6l6ments de

l'ensemble que nous avons ddsign6 par E dans I'introduction. Au niveau de I'ensemble O de

concepts, on peut remarquer que les inconnues du problbme interviennent dans les opdrations en

leur donnant des valeurs artificielles, qu'on sait a priori ne pas €re les valeurs correctes. Il
s'agit d'une conceptualisation non symbolique mus num€rique des inconnues qui ddbouche

sur un artifice heuristique, et qui g6ndre des mdthodes !r1 et p2 dans I'ensemble E permettant de

rdsoudrc des problBmes de I'ensemble II.

Irs m6thodes pr6c6dentes pouraient etre classdes aussi comme des m€ttrodes de fausse

position. En tous cas,les distinguer entre elles nous semble pertinent du fait que la ddmarche de

correction de la solution initiale (fausse apriori) est diffCrente dans chaque cas.

Maintenant, occupons-nous des Arithmdtiques de Diophante, afin d'essayer de cerner
quelques changements au niveau delathdorie.

Diophante D'Alexandrie
Dans les math6matiques m6sopotarniennes, les problBmes 6taient posds tr I'intdrieur d'un

contexte qui leur donnait du sens; il n'y avait pas de problEmes sur des nombres (ot ceux-ci
dtaient trait6s comme des objets abstraits), de telle sorte que les nombres qui 6taient prdsents

dans les €nonc6s de problEmes exprimaient une rnesure. Du temps de Diophante (3e siBcle
ap. J.-C.), le concept de nombre avait d6jh fait un long chemin et il 6tait devenu un objet
d'6tude: les grecs s'€taient int6ress6s auparavant tr certaines propri6t6s et relations entre les

nombres (comme par exemple aux diviseurs d'un nombre, aux nombres premiers, aux
propri6tds des nombres pairs et impairs) cela conduisait i la construction d'un savoir dont le
support de validation 6tait souvent g6om6trique.

Or, Diophante porte son attention non pas sur les nombres pairs et impairs ou sur les

nombres premiers, mais sur les puissances des nombres: au d6but du Livre Ides Aritlandtiques
-une oeuwe qu'il composa vers 250 ap. J.-C. et qui comporte treize livres dont seulement 10

nous sont parvenusl2- il commence en faisant une classification des nombres: les carr6s, les

cubes, les bicarr6s (qui sont formds en prenant un carrd qu'on multiplie par lui-mOme), les

12 Des treize liwes, seulement six nous 6taient parvenus, jusqu'tr ce qubn 1968 on d6couwit un manuscrit -
qui datait de la fin du XIIe silcle- d'une traduction du grec A I'arabe de quatre autres liwes, dans une
bibliothbque tr Meshed, une ville au nord-est de I'Iran. D'apr0s Sesiano (Sesiano, 1985), les quatre
nouveaux livres trouv6s (i.e., les livres arabes) s'intercalent entre les trois premiers livres grecs (Liwes I,
II et III) et les trois autres livres grecs, appel6s jusqu'alors Liwes IV, V et VI. Nous suiwons I'ordre
indiqud par Sesiano, de sorte qubn a: les rois premiers liwes grecs (designds oujours par Liwes I, II et
III), les quatre liwes arabes (design€s par Livres IV, V, VI et Vtr) et ensuite les auEes liwes grecs connus,
qui seront ddsigads parLiwes <<IV)>,<V> et <<VI>.
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carr6-cubes (i.e., carrds multiplids par cubes, ayant m€me c6td que ces ca:rds) et les cubo-cubes '' 

-,
(ce que nous appelons la sixiBme puissance d'un nombre: a6;. Ainsi, les nombrcs 4 et 9
appartiennent a h <<categorie>> des carr6s, alors que 8 et 125 appartiennent d la <<iat6gorie> des

cubes. Mais le cadre conceptuel fl, i l'int6rieur duquel Diophante va poser ses problimes, et qui -

qui est fondamental: celui d'arithme, qui relEve du concept de nombre mais qui en m6me d
temps le d€passe: I'id6e d'arithme (<une quofiift inddterrnin*e d'unit€s>) est en effet une idde
qui rdfEre i une composante logique et e une composante heuristique qui va permette dc cr6er i

l'objet algdbrique dquation. L'arithme va jouer le r6le d'inconnue. Sa composante logique r
est ce qui va permettre de concevoir ce <<nombre> comme an nombre cachC, sur lequel on va
op4rer comme si c'6tait un nombre connu -bref, corrrme si c'6tait un <<vrai>> nombre (comme 5, _*t
'1/8, etc., que Diophante appelle les nombres invariants ddtermindsl3)- dont I'identitd ne sera
#v€l€e qu'i la fin des calculs. Assumer le nombre qu'on cherche contme s'il6tait un nombre
connu, exige du sujet -entre autres choses- qu'il se place dans une situation hypoth6tique. Et on :
sait que cette ddmarche (qui relEve du raisonnement logique) ne va pas de soi (Radford, 1987).
Comme on le verra dans I'exemple, que nous allons dtudier plus loin, les composantes logique
et heuristique sont li6es I'une i I'autre: la seule composante logique ne saurait suffire i la . i

ddmarche analytique. Il en va de mOme pour la composante heuristique

Avant de voir un exemple de fonctionnement de l'arithme, arr€tons-nous un moment sgr
les problbmes contenus dans les 10 liwes que nous poss6dons des Arithmdtiques. Ce sont des
problBmes qui se r6Grent i des nombres etlou des triangles rectangles. De plus les 6nonc6s des !:!r-

problBmes reflEtent la structure de I'arithm6tique en termes de <cat6gories>> d'aprds la conception
de Diophante, et une caract6ristique des dnonc6s de problBmes est I'absence de nombres *
particuliers (ou spdcifiques) donn6s.

On est donc en prdsence d'un exemple trBs clair d'une des relations qu'il y a entre

I'ensemble fI des problBmes et I'ensemble s}des concepts: une relation de type O->fI.

Voici trois exemples de problEmes:

Livre I, probllme 27:

Trouver deux nombres dont la somme et le produit forment des nombres donnesl4.

13 Diophante considBre uniquement les nombres rationnels positifs.
14 Il s'agit donc d'un probldme que nos notations actuelles pennettent d'6crire ainsi:

x*!= 6
xY =b
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L- Livre V, probllme 5:
Trouver deux nombres, I'utl, un cube et-l'autre un carr6, tels que si on multiplie le cube du cube par
deux nombres donn6s et qulgn ajoute chacun de ces produirs au cane du carrd, le resultat est dans
chaque cas un nombre carr615.

Livre VI, probllme 6:
Trouver un riangle rectangle tel que,rr: 

"or"or" 
de son aire, augment6 du nombre de l,rme des

perpendiculaires, forme un nombre donn6

On peut ajouter que, contrairement i ce qui se passe dans les mathdmatiques
mdsopotamiennes' dans les problemes chez Diophante tout rapprochement i une situation
<<rdelle> est exclu: on ne trouve pas de probllmes appliquds au commerce, i I'agriculture ou i
une autre situation concGte.

Occupons-nous maintenant de la fagon dont Diophante r€sout les problBmes qu'il se pose.

Voici leproblBme 27 dul-ivrre I:
Trouver deux nombres dont la somme et le produit forment des nombres donn€s.

La solution est donn6e comme suit:
<Proposons, dit Diophante, que la somme des nombres forme 20 unit6s, et que leur produit forme
96 unit6s. Que I'excddent des nombres soit 2 arithmes. D&s lors, puisque ta somme oes nombres
est 20 unit6s, si nous la divisons en deux parties 6gales, chacune des parties sera la moiti6 de la
somme, ou 10 unit6s. Donc si nous ajouons I I'une des parties, et si nous retranchons de I'autrepartie,la moitid de l'excddent des nombres, c'est-i-dire i arithme, il s€tablit a" nouu*u que Ia
somme des nombres est 20 unit6s, et que leur exc6dent est 2 arithmes. En consdquence, posons que
le plus grand nombre est I arithme augmentd de l0 unitds qui est la moitie de 14 somme des
nombre$ donc le plus petit nombre sera l0 unit6s moins I arithme, et il sEtabtit que Ia somme
des nombres est 20 unit€s et que leur excddent est 2 arithmes.

Il faut aussi que le produit des nombres forme 96 unit6s. Or leur produit est 100 unitds moins un
carr6 d'arithme, ce que nous dgalons i 96 unit6s, et I'arithme deviint 2 unit6s. En cons6quence, leplus grand nombre sera 12 unit6s et le plus petit sera 8 unit6s, et ces nombres satisfont la
proposition.>

(Ver Eecke, t926; pp. 36-38)

Comme on le voit, Diophante pose 10+4 pour le premier nombre, et l;-apour le
deuxiBme nombre, de sorte que la so[lme des nombres est 20, comme exig6 dans l'6nonc6. Du
fait que le produit des nombres est 96, il ddduit que 100-a2 est 6gal e 96. 11 s'agit donc li d,une
15 C'est-A-dire, en noBtion moderne:

(*2)2 *a(f)3 = u2

(*2)2 *uf13 = I
*=**"2

bcD+b=u

t
L

C'est-idire, en notation moderne:
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6quation dont la solution (6gale i 2) nous r6vEle la valeur de I'arithme (que nous avons
ddsigud ici par a).De li, on trouve les nombres cherch6s: 10+2 et 1G2, c'est-i-dire 12 et 8.

La m€thode de rdsolution utilistle par Diophante diffEre de celles que nous avons vues
ci{essus, dans les rdsolutions non analytiques: quelques t6moignages, en ceci qu'il ne s'agit
pas d'introduire un nombre a priori fazr, pour le corriger i la fin, mais de panir de la valeur
exacte d'uru qwntile qu'on ne conratt pas, enfaisant comme si on la connaissait.

Cette fagon de <<penser> le problEme et sa r6solution -qu'on peut appeler analyticit6- se

manifeste, au plan de I'ensemble des concepts, d2, par I'introduction d'une inconnue qui ne
sera pas juste le point d'aboutissement des calculs effectuds sur les donn6es numdriques du
probldme, comme cela arrive dans les proc6dures arithm6tiques, mais un point de d6part.
L'analyticit6 se manifeste aussi au plan O en permettant ll6mergence du concept d'6quation.

Au plan de I'ensemble des mdthodes,E,la pensde analytique se projette dans la cr€ation
d'une m6thode spdcilique de rdsolution de problBmes: cette mdthode consiste i mettre en
scEne une quantit6 inconnue sur laquelle on opEre, au m€me titre qle les nombres, d'aprls
l'6nonc6 du problBmelT. Mais la pensde analytique se projette aussi sur le plan fI des
problEmes, en pennettant de formulerde nouveaux problEmes.

Par ailleurs, le problBme 27 du Liwe I que.nous venons de voir nous dclaire aussi sur la
relation qu'il y a entre concepts et m6thodes au niveau delathtoie qui nous intdresse: I'arithme
et la m6thode de r€solution sont li6es de fagon indissociable: on est en pr6sencc d'une relation tr
double sens:

o<->E

La pens6e analytique se projette aussi sur le plan fI de probtBmes: une lecture attentive des
Arithmitiques de Diophante ne peut pas laisser 6chapper le fait que les problEmes,6noncds en

termes de <<catdgories)> au sens de Diophante, s'actualisent en problimes de plus en plus prdcis
(dans lesquels les cat6gories cBdent la place d des <<nombres concrets> appartenant i ces

catdgories), I'actualisation se faisant en termes de I'obtention d'une dquation reconnue
rdsolvable par les mdthodes analytiques de la th6orie: Ia projection de la pens6e analytique sur le
plan des problEmes ambne, en particulier, une relation de type:

>->fI

17 Dans notre perspective, il n'est donc pas requis, pour qu'une mEthode soit consid6ree comme alg6brique,
que les inconnues soient ddsign6es par des symboles sp€cifiques (comme x,y,z ...).
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deuxiEme cas, un 6l6ment de Cr19.

Sur le plan didactique, la question qui se pose est de savoir si un travail au niveau de la

pens6e proportionnelle permettrait de contribuer i l'dmergence de la pensde analytiquem.

Remarquons, enfin, que nous nous sofilmes occup€s ici d'une des parties seulement du

Naturellement, on n'est pas en train d'affirmer ici que toute la math6matique babylonienne est basde sur un
raisonnement proportionnel.

Cela ne signifre pas que les 6l6ments de Ct rcstent A I'ext6rieur de la dynamique des relations X-->Y, entre
les composantes de la th6orie; il y a aussi un mouvement en ordre inverse qui permet aux €ldmens de Q
de se nourrir de cette dynamique: le d6veloppement d'un langage symbolique algdbrique A la Renaissance
(1i6, en particulier, au( aspects mdtttodologiques, donc l l'ensemble E), a amenC le ddveloppement d'une
pensEe symbolique capable de conrOler ce nouveau langage.

Ir lecteur aura remarqu6 la ressemblance enEe la deuxi0me m6thode babylonienne et celle de Diophante:
Gandz voit justement lA une continuit6 entre les math6matiques babyloniennes et I'alglbre chez
Diophante, et voit chez ce dernier un continuateur d une radition algdbrique antdrieure (Gandz, 1938).
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Remarques finales
La discussion pr6c6dente a tentd de mettre en 6vidence que certains concepts cl6s de

I'algEbre €ldmentaire, comme ceux d'6quation et d'inconnue, sont li6es A un type de
raisonnement trBs particulier, i savoir, le raisonnement analytique.

Nous avons compard des procddures de r6solution de problEmes basdes sur des
raisonnements non analytiques d des procddures bas6es sur des raisonnements analytiques, ces
proc6dures 6tant tirdes de I'histoire des mathdmatiques. On a pu remarquer que dans les
premilres proc€dures les concepts d'dquation et d'inconnue (au sens alg6brique) sont absents,
alors que ces concepts deviennent fondamentaux dans les procddures bas6es sur un
raisonnement analytique.

Pour mieux comprendre la port6e du raisonnement algdbrique, nous avons 6t€ amen(s h

6laborer un cadre thdorique susceptible de prendre en compte et les objets mathdmatiques et les

formes de pensde (ou du moins certaines d'entre elles) qui sous-tendent la construction de ces
objets. L'ensemble de cesformes de pensCe que nous avons d6sign6 dans ltntroduction par C,
peut Otre ddtect6, d'apris nous, ne serait-ce que partiellement, i ffavers I'interaction des

composantes O, X, fI de la theorie t, c'est-i-dire i travers le couple (t, ->).

Dans ce contexte, la pensde proportionnelle serait justement un des 6l6ments de

I'ensemble Ca, qui pennet la construction de la th6orie babylonienne t prdsentde ici18. Chez

Diophante, par contre, ce n'est pas la pensde proportionnelle qui e$ e h base de la construction
de la ttrdorie, mais la pens€e ana$tique: c'est i partir de cette fomre de pens6e qu'on comprend
les relations entre les composantes de la th6orie: la pens6e analytique serait donc, dans ce
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domaine algdbrique: celle qui concerne la rdsolution de probldmes. Un autre domaine -aussi
important que celui-ci- qui concerne l€tude des nomb,res et qui s'inscrit dans une auu.e yadition
rnathimatiqnc serutdgalement i consid6rer. Ce domaine dans lequel Diophante a exerc{ (cf.
Le livre des nombres polygonarzx) relbve d'une autre forrne de pens6e qui privil6gie en
particulier l'action de gdndralisation, ce qui touche donc de prEs I'aspect soulevi par C. Kieran
(cf. introduction, ci-haut). Les dtudes dpistdmologico-didactiques centrdes sur la forme de
pens6e, i la base de la g6n6ralisation en algbbre, ne sont pas trEs nombreuses. On peut
cependant mentionner l'6tude rdcente de Filloy surZe livre des nombres carr€s de Fibonacci
(Filloy, Lgg2),laquelle pennet d'entrevoir de nouvelles pistes en ce qui concerne les relations
entre I'arithmdtique et I'algBbne, des pistes jusqu'alors passdes inapergues.

Bibliographie

Bednarz, N., Janvier, B. (1991). Emergence des raisonnements algdbriques: un essai de
caracterisation des sauts conceptuels qui marquent le passage d un mode de perc€e
algdbrique. Catriers du CIRADE, Universit6 du Qudbec i Montrr6al, 14 pages.

Bednarz, N., Janvier, B., Mary, C., lrpage, A. (1992). L'algEbre comme outil de r6solution
de problBmes: une r6flexion sur les changements n6cessaires dans le passage d'un mode
de traitement arithmdtique i un mode de traitement alg6brique, dans: Actes du Colloquc
portant sur l'Cmergence de l'algdbre. CIRADE, Universitd du Qu6bec i Montr6al,
pp. 17-31.

CharbonnOau L., Lefebwe J. (1991). Une lecture de Vi\te. Intoduction d l'art analytique.
Cinq livres dcs z€tdtiques. CIRADE, Universit6 du Qu€bec i Monudal

Egmond, W. van (1978). The earliest vernacular treatrnent of algebra: the Librro di Ragioni of
Paolo Gerardi (1328). Physis, 20, pp. 155-189.

Filloy, E., Rojano, T. (1985). La aparicidn del lenguaje aritmttico-algebraica. Mexico:
Cuadernos de Investigaci6n, No. l. Programa nacional de formaci6n y actualizaci6n de
profesores de matemdticas. CINVESTAV-IPN. 16 pages.

Filloy, E. (1992). El libro de los cuadrados de Leonardo de Pisa. Secci6n de Matemdtica
Educativa del CINVESTAV, PNFAPM. M6xico.

Gandz, S. (1938). The origin and development of the qua&atic equations in Babylonian, Greek
and early Arabic algebra. Osiris, Vol.3, pp. 405-557.

Kieran, C., Filloy, E. (1987). El aprendizaje del dlgebra escolar desde una perspectiva
psicol6gica. Espafia: Ensefranza de las Ciencias, 7(3),pp.229-240.

Kieran, C. (1991). A perspective on algebraic thinking. Proceedings of 13th P.M.E
Conference. P aris, France, 2, pp. 163-17 l.

Lefebvre, l. (1992). Qu'est I'algBbre devenue? Bulletin de l'Association Mathimatique du

Quibec, 31132(4ll), pp. 27 -32.

tt-
!

v

+

w

I



I

L

I
I

I

i

a-

I

45

Lins, R. (1939). A framework for understanding what Algebraic Thinking is. Proceedings of
I4th PM.E Conference. Mexico, pp. 93-100

Neugebauer, O. (1935-L937). Mathematische Keilschrift-Text, dans: Quellen und Studien zur
Geschichte der Mathemari&. Berlin, Springer.

Neugebauer, O., Sachs, A.J. (1945). Mathematical Cuneifurm Texts. American Oriental
society. American oriental series,29. New Haven, connecticut.

Pichot, A. (1991). I-a naissance de la Science. Vot. /, Mdsopotamie, Egypte. France:
Gallimard, Folio, essais, No. 154.

Radford, L. (1990). I-agrange y el desarrollo conceptual de laTeor{a de Galois.Guatemala:
cuadernos de Investigaci6n de la EFPEM. universidad de san carlos.

Radford, L. (1987). Interprdtation d'6nonc€s implicatifs et traitements logiques. proceedings

of the XI Conference of the International group for the Psychotogy of Mathemafics
Education, III, pp. 392-397, Montr6al.

Radford, L. (1992). Diophante et I'algdbre pr6-symbolique. Bulletin de I'Association
Math6matique du Qudbec, 3 I I 3 2 (4 | l), pp. 7 3- 80.

Sesiano, J. (1982). Bool<s N to VII of Dioplantw' Aritltnterrc. Springer-Veerlag. New york.
Thureau-Dangin, F. (1938). Textes matl#matiques babyloniens. lryde, Brill. Ex Oriente

Lux, /.
Ver Eecke, P. (1926). Diophante d'Alexandrie. I*s s* livres aritlmhtiques et le Livre d,es

nombres polygones. LiBge: Desclde de Brouwer. RCimpression, Paris: A. Blanchard,
1959.

Waerden, B.L. van der (1967). Science Awalcening. New York Oxford University Press.

F
I

l:
lL
t

i:
il_
tlir
iL
l,
ii-
r

L


