
Actes du Cotloque portant sar
l'imergence de I'algdbre

10 avril 1992

CIRADE. UQAM
Novembre 1992



lsBN 2-92-1284-9ffi
D6p6t 16g11 - BibliothEque nationale du Qu6bec 1992

:]
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inforrrations, et on a mis en place certains modbles qui essai-ent de rendre compte du

Luis Radford est maintenant professeur i lUniversit6 Laurentienne de Sudbury. Iorsque ce texte a
6td produig il 6tait chercheur postdocoral au CIRADE.

1. La oosition du problbme

La r€solution de p,ro!.lBmes algdbriques dcrits -word problems- constitue un des
points du.Programme de 1'6cole secondaire of les 6lBvei dprouvent des difficult6s
majeures. fl6chec constant des moddles utilis6s dans I'enseignement demande de s'arr6ter
sur ce problBme 4o 4" mieux comprendre les difficultds qui le sous*tendent et pouvoir
mettre en place des s6quences d'enseignement susceptiblei de faciliter une cons'truction
correcte et efficace des connaissances par les 6lBves.

Notre projgl se centre particuliErement sur le type de pensde algdbrique qui est mise
en @uvre par l'61Bve_quand il rdsout un problbme 6iiit. Ce n'est qutpar li connaissance
$es gglctf{stiques de.cette pery* g}'oa porura arrivel imieux ionnaitre et comprendre
fs difEcult6s que suscite cette difficile tiche qu'est la r6solution algdbrique d'un probldme
6crit.

texte que nous prdsentons i_ce_colloque interne vise, outre de faire le point sur les
r6sultats que nous avons ottenus prdc6demment et de situer ceux-ci par rappon i d'autres
trav-aux, la prdsentation d'un moddle de r€solution algdbrique de iroblB^dres 6crits. Le
-Setg rEre3dgertains dl6ments issus de la thdorie des reprdsentati6ns (pour laquelle les
iddes de N. Bednarz et C. Janvier m'ont 6td trEs pr6cieuies) et certaini 6l6meirts de la
Linguistique, en partigulieq de la Pragmatique du Texte. La pertinence de notre modEle est
sugg6r6e-par-la possibilitd qu'il fournit d'interprdter les rdsultats que nous avons obtenus
au Guatdmala dans gne_ 9xp6lence explorqtoire auprBs d'6lBv6s en apprentissage de
l'algBbre (L4-15 ans). Mais I un autre niveau, notre modBle ouw6 

-aussi 
sui des

perspectives pennettant de mieux comprendre certains 6l6ments de I'algdbre des
abbaquistes,-c'est-i-dire l'{S}pre qui s'est d,dveloppde du 12e au 16e siBcles en Europe, et
plus- particuliErement e ltalie, dans les Ecoles d'Abbaco. On verra, en effet, qde les
productions des alg6bristes de cette dpoque cadre parfaitement dans la dynalmique
dtnteractions entre reprdsentations sur laqueiie repose nbte modBle.

2. La psychologie cognitive et la r6solution de probllmes: un exempre

Ces dernilres ann6es, la psychologie cognitive a attird I'attention sur certaines
fonctions intellectuelles_qui sont pr6sentes dans la rdsolution d'un problBme, comme la
co-mprdhension du probldme, le rdle de la m6moire, la reprdsentation interne des



-F

- Dans la perspective de la psychologie cognitive, une emphase particuliEre a 6t6
donn6e au -type de connaissances prdalables qu'il est ndcessaire qu'un individu possBde
pour.rdsoudre avec succEs un problBme. Greeno_(1980) affirme qu'il est indispensible que
f individu ait une cortnaissance sp6cifique au domaine dans lequel le probl-bme se siiue
(arithm6tique,-algdbre-, ,..). tr affirme aussi que f individu doii poss6der des srat6gies
g_qg$q capables de lui qennettre I'analyse de la situation. En s[ivant cette id6e, Miyer
(1983).distingue gfatrg phases majeures dans la r6solution d'un problEme alg6briqire:
cpmprdhension, traduction, plan et exdcution, et associe i chaquephase un type sleciffque
de connaissances: des connaissances linguistiques et factuel-les, des ionnaissan6es
schdmatiques, de^s connaissances stratdgiques et des connaissances algorithmiques,
respectivement. Or, bien que ces connaissances soient ndcessaires d'un-point de vue
gogmtif, pour pouvoir compreadre rdellement les dfficu1t6s qu'dprouvent nos 61dves, iI
faut considdrer aussi la fagon dont ces connaissances sont relidEs el mises en action. C'est
pourquoi la.seule <<possession> des catdgories de connaissances de Mayer ne saurait €tre
que n6cessaire et non sufEsante.

3. Sur certains de nos rdsultats pr6c6dents

[,a r6solution alg€brique d'un probfQme 6crit peut 0tre vue, dans un premier temps,
comme la transfonnation d'un texte problbme en une reprdsentation algdbnique externe
(souvent sous forme d'6quation) sur laquelle on agit en vue de r6pondre i.Ia question
pos6e.

Cadre alg6briquer
I

I

fonctionnement des processus cognitifs prdsents
Ndanmoins, les modEles existants se limitent
d'arithmdtique 6l6mentaire (cf. Greeno; 1985).

Texte-orobllme

207 reprdsentants de ......

(r6f. page 3 porn le texte
complet du problbrne)

Ro

dans la rdsolution d'un probldme.
en g6ndral aux probldmes 6crits

I

I

I

L

Solution 
I

I

I

-J
Figure 1

Le probldme didactique indiqu6 au point 1 (c'est-i-dire la d6tection et comprdhension
des difficultds rencontrdes par l'6ldve quand celui-ci rdsout alg6briquement un probldme

Re
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69ti0 pourrait se reformuler en termes de la connaissance et du fonctionnement des
6l6ments cognitifs qui sont i la base de:

(a) la transformation (1) qui permet de transformer la repr6sentation initiale Ih en une
reprdsentation algdbrique Ra;

(b) les transformations (2) qui agissant sur la repr6sentation R" [souvent appel6e la
<<traduction>: Quation(s), in6quations(s),...] pennettent de trouver la rdponse au
problEme pos62.

La plupga des modBles d'enseignement considbrent la rdsolution d'un problbme 6crit
comme une s6quence d'6tapes qli s9 suivent de !aqo1- lin6aire. C'est le riroaete le plus
rdpandu. dans I'enseignemen!.. Mathdmatiques So-leil (collection la plus utilis6d au
secondaire), par gxgmqle, le divise e1r 1 6tapes et fait c.orrespondre i ihaque dtape un
ensemble de strat6gies (7 en mgyenle). Les.d.tapes sont (1) co-mprendre le pioblErne; (2)
faire. un plan; (3) ex€cuter le plan et (4) analyser la solftion obteiue. Le 

-bbn

fonctionnement de ce modEle suppbse, entre autres, (ue l'6ldve soit en mesure de faire un
plan de sa proc6dure avant de s'engager dans la rdsolution du probldme. Les professeurs
s_avent trds bien que dans la pratique, cette 6tape est inacce^ssible, surtout aux fllves
ddbutants.

Dans ces modEles _d'enseignement, on donne prioritd h I'utilisation des
transformations de llpe (2), envisag€es dans une perslective de I'algBbre comme
discipline autonome. Et on congoit quela transformatioir (liest directe: la lEcture du texte
am:ry la comprdhension 4u problQme et lacomprdhension ambne l'6quation. Une dtude
prdcddente (Radford, 1991) hous laisse voir quien fait la reprdsentation algdbrique Rn
n'est pas gonsuI{g directement mais.que l'6lBve a recours i une sdrie de repr6sentations
externes interm6diaires.(que nous avions appeldes structures de surface iniermddiaires)
sur lesquelles il construit la reprdsentation Ru. Cette m€me 6tude mei en fvidence un r6le
sp6cifique des reprdsentations externes interm6diaires, i savoir, un r6le rdf(rentiel, jou6
particuliBrePenl_l,orsque l'6lEve se trouve en situation de compr6hension du probldmd. La
figur9-2 ci-bas illustrb cette situation: on y distingue trois rbprdsentations'externes. La
premiBre se.v,eut un premier portrait du Telte-Pro6lBme: cette-repr6sentation externe est
incomplBte (elle ne pr.end pas en co.mpte les 2O7 reprdsentants, par 6xemple); elle pemret de
d6gqgeL une certaine classe d'informations et est expiim€e dind.un iystbme
symPolique particulier (langage naturel abt€,g€, symboles math6matiques,...i;. Cette
re.prdsentation a- un r61e de comprdhension. La deuiieme repr6sentation'externi essaie
d'exprimer la m6me chose que la p-remiEre mais dans un autra systeme symbolique. Elle
est une transition entre la premilre repr6sentation et l'6quation. Enfin, la trbisibme
reprdsentation est constitude par l'6quation elle-m€me.

Nous distinguons entre les transformations (1) et (2) parce que la
aansformations est fort diff6rente.
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Figure 2

Outre le fait que la transformation (1) n'est pas directe mais qu'elle se d6compose en
sous-transformations interm6diaires, nos r6sultats suggdrent que les transforrnations ne
vont pas en <sens unique>, i.e. directement vers la repr6sentation R6: la reprdsentation
vis6e R^ conditionne aassi les repr6sentations externes interm6diaires (ainsi que les

reprdsentations internes), et donne lieu i une ddmarche en forme de r6seau (cf. notre
moddle plus loin).

Par exemple, en vue d'exprimer les relations contenues dans le problBme de la
figure 2, un de nos 6lBve a eu recours i la repr6sentation externe (interrnddiaire) suivante:

Amdricains: 3x
Asiatiques: x
Europdens: x - 16
Africains: 2x>7

l- I I

DEcrrgB,re I
*.entsSa*ua.r^1 Tr

t Fri+ ?6rq
urtr.=L @,4 -

cb JdUEro & rru^* : I
zoz;73;TJ

2d= f,x {, lb 7+'

./

5iA+=#l Z:S,4
-->*

L1 41,9.
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sqrr"'uil1',?Ii'A*Il#rffi:StrlhfiHiff J:ffi H',,ffi 'ff '.".":ffl ir.Tii j?,:
207). Ainsi, le mot /6tre sup6rieur/, qui dans un premier temps a 6t6 lu par 1'6ldve cortme
un comparateur, est repensd au niveau de la reprdsentation inteme et il puise dans sa base, de connaissances une autre signification plausible dans le contexte du probldme (c'est-i-
dire dans ce que -nols appelerons au point 4le cadre de signification), et il substitue

3x+x+3x-16(+7)2x

Ensuite, pour obtenir l'6,quation (c'est-i-dire la reprdsentation alg6brique visde Rn),
I t'6ldve place (d'aprEs un pr6cepte trBs utilis6 dans I'enseignement) les termes i inconnue

d'un c6t6 de l'6galit6 et les termes constants de I'autre c6t6:

3x+x+3x+2x=-16+7

_ 
pien que 1'6quation soit abandonnde i la fin (car elle conduit l. la solution impossible

x = -1), cet exem?le illustne bien comment I'id6e de la reprdsentation atgdbrique cherch6e,
R4, pout conditionner les repr€sentations externes intermddiaires, aihsi que les
reprrfsentations intemrddiaires. On voit dgnc qqe la ddmarche intellectuelle de l'6lBve quand
celui-ci r6sout algdbriquement un problime dctit ne peut plus Otre vue comme une-suite
d'6tapes franchies lin6airement" i.e les unes aprEs les autres.

En fait I'influence mutuelle entre les reprdsentations intermddiaires et la
repr6sentation visee Ru peut 6tre observ6e au long de I'histoire de I'algBbre. Notre travail
sur l'dmergence de I'Algdbre dans I'Arithm6tique de Diophante met en dvidence que Ie
processus de rdsolution, en particulier les choix des paramdtres et le choix des relations qui
lient les nombres cherchds i I'arithme, est guidd par le type d'6quation auquel on va
aboutir (Radford, L992, polnt 4.3). Ainsi, la rdsolution progresse, ians perdre de vue la
repr6se_ntation (l'6quation) vers laquelle on veut arriver. Ce phdnomBne historique n'est
pas isol6: on peut le voir dans I'algBbre de Leonardo Pisano et de Paolo Gerardi (cf. point
s).

4. Le modEle

La lecture d'un texte ambne le sujet tr se faire une reprdsentation interne (R[) du texte
et celui-ci devient une reprdsentation externe (RE) de cette reprdsentation interne RI. La
suite de caractBres qui constituent le texte Trenvoie donc i un ensemble de signifids qui, se
structunmt, contribuent tr une RI de T, rendant possible I €galitd T = RE.

Or, la reprdsentation R[ n'apparait pas d'emb16e i la fin de la lecture. La lecture est,
en effet, interactive; on lit en surface en fonction de plusieurs 6l6ments, dont certains
m6canismes de lecture, et d'apGs la base de connaissances du sujet (cf. i ce sujet Duval;
1991). De plus, nous considdrons, dans notne modBle, que la <<lecture>> de ce qui suit dans
le texte n'est pas inddpendante de ce qui le pr6cBde. En effet,la lecture permet de g6ndrer i
partir d'une phrase ut cadre de signification (CS) oi la phrase (en tant qu'6l6ment de Ia
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reprdsentation externe) acquiert un sens3. C'est donc dans un tel cadre que les phrases
suivantes vont efie interpr6t6es-. C'est justement I'accommodation et ia stiriiturarion des
cadres de signification successifs qui d6nnent lieu aux repr6sentations internii fuiSlz, ._

I phrase 1l iil-;-

Figure 3

Irs Tl, de la figure 2 sont des tansforntations d'int€iorisation.
Les T'i, sont des/onctions de contrble: Une fois la reprdsentation RI1 construite, on
ddcide si on <<relit,, la phrase 1 ou si I'on passe i une autre phrase.

Jusqu'ici nous avons abord6, dans un cadre de reprdsentations, le cas de la lecture
d'uq texle 9n g{n6ral. Notons, au passage, que la c-oriprihensron d'un i"it" peut 6tre
envisagde dans les termes de notre modEle cbmme la cbnstructi* a'on" ripieientation
interne. IL est clair que la cory pr6hension peut intervenir i plusieurs niveaux a;;*iddil;
les niveaux les plus profonds corresponilant i des reprdsentations mieux s-tnictur6es dei
ga$"s de significationl,--la question que nous devons nous poser maintenant est celle de
la lecture d'un texte problBme (T-P).

Ainsi, la phrase p=/soit f une fonction polynOmiale quadratique/ g6nEre un CS (dvidemment non
n6cessairement le m6me pour deux lecteurs diffdrenG) qui dbnnJdu sens aru( termes fonctiory',
/fonction.polyn6miale/ et of t on pounait uouver une paraUote, Idquation de deuxidme degr6, erc. La
lecture d'une phrase p'postdrieure permettra au lecteur de s'arrO-ter sur telle ou telle ficetie oe ta
phrase p.

Evidemment, la comprdhension est un 6tat subjectif. De plus, en fonction des m6canismes de
lecture, une reprdsenation peut Oue favorisde au ddriment d'une autre: c'est pourquoi deux personnes
peuvent avor compis deux choses diff6rentes sur un meme Exte.
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A h diff6rence de la seule attitude de compr6helsiol qu'on demande au sujet quand
celui-ci lit un texte, dans un T-P, il dcnt agir en'vuede rypona.e a[l;;rd", ios,3e. nt
nous-avons Yu que lors de l'organisation des cadres de sigirification dei ptrasei (c'est-a-
dire lors de la construction deieprdsentations internes), l-e sujei p"ut n u:ir.""ours d des
repr6sentations externes intermddiairei (RED, comme celles 6on^tr6es Oani fa ng*r Z it
sujet peut-6c,rire certaines choses en cours dq-lecturg pour s'orienter d;; Iia;; qri'1 ie-rait
du texte. Mais ces r-epr6sentations externes intermdciiaires peuvent emerger auisi dans le
but de construire la repr6sentation algdbrique R" i partir de laquelle iipeui trouver la
sohltion au problEme pos6. Dans ce dernier cas, l'6lEve construit une reprdsentation
algdtrique interrnddiaire REI dans un certain systeme symbolique SS (par ex'emple, ieluiof il envisage 9kdcrire>.1'6quation). L'exemple suivant-illustre cetre sit^uation. If .hgil d"
la production d'un 6lBve i prbpos du probldme du congrls (frg.Z).

L'6ldve 6crit les relations dans un premier systime symbolique:

am6ricains 3x
asiatiques
europ6ens -16
africains 2x +7

Ensuite il construit l'6quation:

3x- 16 +7 +2x = 2A7

- 
D!!l @adford, 19?l) no-us avons q9u{Snj que justement la non distinction dg la

Pry de l'6lBve du r6le r6f6rentiel (plus proche aE U cbmirenension) et au rOti operatiorirrei
(plus proche de la construction de la reprdsentation Ra,'i.e. l'6quation) aes iepiSseotations
interm6diaires, constitue-rr-l-obstacle four l'6lBve dans la rds^olution au prol-iame. C'estjustement c.e gui arive i l'6lBve qui a produit le texte ci-haut it transpon6 dioct"roent sa
Ppduction interrrrddiaire (i r61e r6fdrentiel) dans une 6quation (oi cetti production jo;un
r6le opdratoire).

. lP figote suivante complEte la fig-ure 3 -"-! -y insdrant les dventuels systames
symboliques et les reprdsentations externes-intermddiaires (REI) correspondantes.

I

L

I

It-
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I ph*r" 1l -3J>

T'ir

phrase 2 l
Ti,,

-+>
T'i2

RIz - -3-r-

qsz

$r
**** pf,[1

ss^qL

'r,** REI2

I
I

V

a

Figure 4

L6gende:

Ti : transformation d'intdriorisation

T.. : transformation d'extdriorisation

T'i: fonction de contr6le

Rli: reprdsentation interne

N.B.
1) Il est ndcessaire de rernarquer ici qu'un retour d'une REI vers la RI qui la prCcCde

peut.signifier ytle amphftg.qtio\ (un enrichissemenr) de cette RI. Itiais cZla peut
conduire awsi d une modification de la RI en question. Dans les denx cas,il ne
s'agit.plus.de la mdrne RI. Notre dessin n'arrive pas d rendre compte de cette
situation airai quc des Cventuelles boucles dara le chiminement.2) Un SS p-e.ut Atre dffirent d'un SS'par la twture connotative des symboles: la seule
rufiire dinotative peut nc pos €tre sffisante pour les distinguer.

Les T;. forment un systEme de lecture Ti qui rend possible une compr6hension,J

du texte, et son fonctionnement ddpexd, oute les facteurs d6ji signal6s aupamvant (i.e. les
m6canismes de lecture proprement dits et la base de connaissance du suietide ta famitiarite
du sujet avec le contenu traitd (Duval, 1991). Le systlme d'eit6riorisation Te
constitu6 des T", ddpend en particulier de la possibilit6 qu'a I'individu d'exprimer le-J
contenu des RI dans un certain systeme symbolique.

Les chances d'aboutir d une dquation (non ndcessairement exprimde de maniBre
externe en termes de x, y, ...) vont alors €tres li6es i la possibilitd de construire des
reprdsentations externes de plus en plus complexes, articul6es sur les repr6sentations

RQ: reprdsentation externe

CSi: cadre de signification

SSi: systEme symbolique
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pr6c6dentes, ce qui e$ge un rdinvestissement du symbole prdsent dans une certaine
repr6sentation externe intermddiaire, REI1, dans une autre reprdientation externe REI,.

Si on revient i noffe distinction entre les transformations de type (1) et les
transformations de type (2) de la figure 1, on voit que le moddle prCcedeni-esr centrd sur
une description de la construction et de l'dvolution de repr6sentatibns internes et extemes
depuis la lecture du texte jusqu'au moment of l'6lEve produit la repr6sentation vis6e Ru.
Les transformations de type (2) qqi permettent de transformer la reprdsentation Ra
(imaginons Ra comme 6tant une 6quation, pour fixer les iddes) ont i la base des
repr6_sentations internes diff6rentes de celles qu'on lengontre dans la transformation de tlpe
(1). Les repr6sentations internes perdent, en pafiiculier, leur r6f6rentiel de significafr6n
(Bednarz et al., 1992) et se centrent sur I'er6oo, c'est-i-dire l'eidos,laforme,la
figure,l'allure des dquations qui sont en surface et les actions qui permettent de les
<simplifier> de plus en plus jusqu'i ce qu'on aboutisse i la solution5.

5. Le fonctionnement de notre modEle

Nous allons dtudier maintenant quelques productions d'6lBves guat6maltdques i la
lumiBre de notre cadre.thdorique. Ces productions proviennent d'une experimenta:tion que
nous avons m€nde, i titre exploratoire, en octobrre 1990 avec des dtudiants qui ddbutaient
en algEbre. L'enseignement qu'ils_ont suivi est trds similaire au t)?e d'enseignement qu'on
rencontre normalement dans une classe de secondaire 2 au Qu6bec

Voici les 6nonc6s de tnois des cinq problBmes que nous avons p#sent6s:

Problbme 3:

^ _L'6ge-de Maria est cinq ans de-plus que celui de Juan et la somme de leurs 6ges
est 25. Quel est l'dge de clucun d'eux?

Probl0me 4:
. ledro a trois fois l'6ge de Juan. Si la diffCrence entre leu.rs dges est de 20 ans, qucl

dge a chacun?

Problime 5:
lulio a 3.40$ enpilces de monnaie dc 5 et 10 cents. Si entout il a47 piCces de

monnoie, combien dc piCces dc monnaie dc chaque sorte a-t-il?

Irs problBmes 3 et 4 sont gdn€ralement bien r6ussis, alors que le problBme 5 a donn6
lieu i un 6chec complet sur notne 6chantillon de 28 dlives.6

A h lumidre de notre modEle, les deux premiers textes-problBmes ont une m€me
organisation r6dactionnelle (Duval, 1991). En effet, on y reconnait trois phrases
subordonndes de la m€me fagon, de sorte que les textes-problAmes peuvent 6tre repfusentds
par la suite:

P1, P2, P3.

C'est en fait de cette maniEre qu'on peut comprendre les regles de transformations d'6quations que
donne Diophante au debut de son Aritlunitiqr,r (cf. Radford,l92).
Ir mOme questionnaire a 6t6 donnd i une classe de 32 dlEves de premiBre ann6e de notre programme
de Formation de Professeurs, et ce problEme a 6t6 r€ussi seulement par la moiti6 des 6lbves.
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Pourle problEme 3, parexemple, on aurait:
Pl= L'dge dc Mariaest cinq arc dc phu que celui dc Jrnn
P2= lo somtile de leurs dges est 25.
P3= Quel e$ fAge de clacun d'ewc?

La construction de la premiBre rept'sgnlation interne RI contiendra itl,organisation
du cadre de signification quel'6lBve extrait de P1 par la transfomration de tecturifir. bans
ce cadre r6fdrentiel on trouve les-significations que l'6lbve accorde aux tennes ligel,
Marial, fiuar11, mais aussi i la relation de comparaiion /...de plus que..,/.

La transformation de lecture Ti, est conditionnde par le rdsultat de la transformation
de lecture Tir. On pourrait dire que Ti, est fonction de Tir. Ou mieux encore, on pourrait
dire que le systBme de lecture Ti fonctionne par composition de ses dl6ments: Tik o ...

oTi, o Tir. Une composition du type pr6c6dent peut devenir un sch6ma de lectureT.

La rdsultat de la composition TiZ o Ti1 amBne le sujet i modifier la premidre
reprdsentation interne R[1, et on obtient ainsi une deuxiBme repr6sentation RI2.

En ce qui concerne le systlme d'extdriorisation T", la plupart de nos 6ldves
arrivent i repr6senter corectement la phrase P1 du probldme 3 dans un langage algdbrique:
ils dcrivent:

ige de Maria: x + 5

igedeJuan: x 8

Ainsi, la <<compacit6> de P1 dclate et donne lieu i deux expressions p1 et p't dans Ie

systeme-s-ymbolique-algdbrique usuelg. Mais ces deux expressions sont tout de suite
reprises i la phrase suivante, P2, qui ambne avec elle l'6quation:

PZ= lo somrne de leurs dges est 25 permeL en effet, d'6crfue tout de suite:

x+5+x=25 (Ra)

BieS gu9 par la mdthodologie expdrimentale suivie, il soit impossible de dire i quel
moment de la lecture ont eu lieu les 6criture des reprdsentations externes, on peut s'arr6ter
sur deux cas possibles:

L'idde de sch6ma de lecture mh 6tf sugg6r6e par Claude Janvier dans un de nos courts entretiens
habituels. Cette id6e permettrait de revoir et de comprendre les r6sultats de Mayer sur la
repr6senation en mdmoire de ceraines catdgmiCI de probllmes i partir de schdmas (Mayer, 1982).

On remarquera que, pour ce problbme ,lecart entre le l6le rdfdrentiel et le r6le opdrationnel des
reprdsentarions interm6diaires est minimal.
p1 d€signe l'expression x+5 et p'1 l'expression x.

.!
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L---ffiI Textearobldme

Nl Repr6sentations internes

I>,TlReprdsentationsexternes

Dans chacun des cas on remarque que I'ordre des phrases dans le texte-problEme
induit l'ordre dans lequel se construisent les reprdsentations externes qui permettent
d'atroutir d l'6quationlo.

10 On remarque, d'une part que, dans l'6quation, le symbole d'6galitd est utilis6 dans son sens de
<<r6sultat d'op€rations>, et d'autre part que le symbole <<+> traduit deux aspects diff6rents des
structures additives: dans le premier cas il s'agit d'un comparateur entre mesures alors que dans le
deuxidme il shgit d'une opdration somme entre mesures (cf. Vergaud, 1990).
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Ces extdriorisations. sont-.donc possibles grice i la <disponibilit6>> pertinente de
symboles alg*6briques qu-'a l'6ldve mais aussi parce que I'onLe des phrises du texte
problETe T-P <<oriente>> la construction {e lfquation dans le systEmi symbolique oi
l'dquation est construite. Autrement dit, la diriction vectorielli de la c6nstruction de
l'6quation est h meme que la direction vectorielle du texte probldme.

-Mui! de-plus, tes rylations qui sont ndcessaires pour la construction de 1'6quation
sont donn6es dans le TJ. Nous dirons que Ra est complite par rapport e T-P. D-ans ce
cas, on voit qu'il est possible de <<superposer>> les-deux surfaces: cel-te de T-P et celle qui
contient les repr6sentations externes sur lesquelles on construit l'dquation R": Ies de^ux

surfaces sont donc isomolphes. Cet isomolphisme fait que dans les problBmes 3 et 4, la
distance entre les surfaces du texte problBme Rs et celle de l'6quation R" est minimale.

Il en va autrement pour.le problEme 5. En effet, une- reprdsentation Ra qui
correspondrait i la mise en_6quation du texte-problb_me comporte forC6ment des choses {uine se trouvent pcs dans Ro Oar exemple, dans le but de construire l'6quation, il 6st
ndcessaire de construire des relations interm6diaires, telle la relation qui met en rapport le
montant total (3,4O$) avec le montant qui correspondrait aux pibces de monnaie de 5 ients).

p'autre part, les deux repr6sentations ne se <disent>> pas dans le m6me sens: leur
direction vectorielle n'est p.a_s l.a q0me. Une superposition des deux repr6sentations
Ro et Ru n'est donc pas possible ici. La construction db la reprdsentation Rj possBde une
direction vectorielle qui ne peut pas €tre induite par celle de Ro.

La discussion- prdc€denlg-q permis de faire dmerger deux concepts qui s'avErent
promettetrrs pour l'6tude des difficultds que rencontrent nos 6lBves lors de la rdsolution
algdbrique de problBmes 6crits: d'une part, le concept de direction vectorielle et
d'autre part celui de compldtude.

4P point de d6veloppement oi se trouve notre projet, nous pouvons 6mettre
I'hypothdse suivante:

Hypoth&se:

Les probltmes Gcrits les plus faciles i rdsoudre, pour un m6me 6l0ve
et poPr une famille fixe de probllmes (i.e. exigeant la m€me base de
connaissances et impliquant les m6mes concepts (taux, vitesse, argent, ...)
sont ceux pour lesquelles les conditions dravoir la m€me direction
vectorielle et Ia compldtude sont v6rifi6es. De plus, n partir de ces
conditions il est possible de trouver une hi6rarchie de -difficult6s 

de
problEmes appartenant i une m6me famille.

Par contre, il est plus difficile de se prononcer sur une dventuelle hi6rarchie de
probllmes oi juste une des conditions pr6c6dentes est v6rifi6e. Toutefois, il semble
plausib_le qu.e lq fait qu'un problEme posslde une des conditions rende sa solution plus
facile. La suite de notre projet vise en particulier i repondre i cette question et i confiiner
notre hypothEse. Pour finstant nous allons yoir que les concepts prdc6dents, sugg6r6s par
notre modBle de rdsolution de probldmes dcrits, permettent de jeter des lumiErEs sui la
production des premiers alg6bristes. Nous allons nous limiter pardculidrement e Leonardo
Pisano (Fibonacci) et Paolo Gerardi. Nous verrons que ce sont les problbmes qui vdrifient
la propri6t6 de la direction vectorielle et de compl€tude qui sont largement favorisds dans
leur euvre.
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5. UN REGARD DIDACTIQUE SUR L'HISTOIRE DES MATHEMATIQUES

5. 1 Libro di ragioni de Paolo Gerardi

I*Libro di ragioni (ou Livre de Probldmes) de Paolo Gerardi de Flmence a6t66qit
i Montpellier en 1328. Le Iivre contient 193 problBmes ayant trait e des applications au
commerce (comme l'6change de biens ou <<batten>, des problEmes de soci6t6s commerciales
ou <<partnerships>,-des calculs d'int6€ts, ...), des probldmes concernant^des applications il
Ia mesure, des probldmes qu'on a appeld <<rdcr6atifs>>, mais aussi une partie -la derniBre,
constitu6e de 15 problbmes- of il est question d'algdbre .l,e Libro de ragioni est un liwe
d'abbaco qui a I'intdr6t particulier d'6tre un des premiers livres (le deuxiBme tr notre
connaissance) 6crit en langue vernaculaire traitant de I'algEbre. De plus, il contient certains
types d'6quations cubiques non pr6sents chez al-Khwarizmi.

Les 15 problEmes qui consdnrent la partie destinde i I'algEbre (Regolla della chose)
vdrifient la propridtd de la direction vectorielle alors que 13 des 15 problEmes vdrifient la
propridtd de compldtude

Voyons quelques exemples. Mais premidrement indiquons que les problbmes
coulmencent toujours par dnoncer un type d'6quation, suivi d'une rigle qui pennet de
rdsoudre l'@uation et ensuite un problbme dont la rdsolution amdne i une 6quation du tlpe
6tudi6. Les constituantes d'une dquation sont le nombre, la cosa (la chose, I'inconnue),
le censo (le carr6 de la cosa) et le cubo (le cube de la cosa)ll.

ProblEme 1:
Quand la cosa est 6gale au nombre, vous divisez le nombre par la cosa, et le nombre

qui en #sulte est la valeur [quantit6] de la cosa.

10 en deux parties telles qu'en divisant I'une par l'autre on obtienne 5.

Faites donc comme ceci. Supposez qu'une partie est la cosa, I'autre partie est
n6cessairement 10 moins la cosa. Maintenant, vous devez diviser 10 moins la cosa par une
cosa et ceci donne 5. Donc vous devez multiplier 5 fois la cosa, ce qui fait 5 cose. Donc
nous savons que 5 cose est 6gal i 10 moins la cosa. Maintenant donnez une cosa tr chaque
part. Alors le 10 est un tout et nous aurons 6 cose d'une part et exactement 10 d'autre part.
Alors vous devez diviser 10 par 6 ce qui donne I et2l3 et cette quantit€ est 6gale i la cosa.
Et vous dites qu'une part 6tait une cosa- Par cons6quent une part est L 213; I'autre part est le
reste, c'est-i-dire 8 ll3.

Commentaires:

L'dquation qu'on vise ici est ax = b.

D'autre parL le texte-problBme peut se diviser on trois phrases:
Pl : Divisez 10 en deux pa*ies
P2: en divisant I'une par I'autre
P3: on obtient 5.
(La panicule /telle que/ du T-P est une particule de subordination)
La phrase P1 renvoie donc i:
11 I-a traduction au frangais que j'ai faite des problEmes pr6sent6s par la suite est basee sur un texte de

Van Egmond (1978) qui contient en italien et en anglais les 15 problEmes alg6briques dn Libro de

Ragioni.
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P1: une partie est la cosa
p'1, I'autre partie est n6cessairement 10 moins la cosa

La rdf6rence i la phrase qui sriit P1 dans le T-P (i.e. la phrase P2) permet de
continuer la construction des reprdsentations externes qui aboutiront i l'dquation dans le
systeme symbolique vernaculaire: en effet, P2 perrret ddrire tout de suite aiprls:

P2: <<Maintenant vous devez diviser I0 moins la cosa par une coso) . L'expressio n p3: <<et

ceci donne 5n est amende par la phrase P3 <<on obtient 5>

On voit donc que la direction vectorielle D du T-P, c'est-a-dire la direction
vectorielle dr pl, p2,p3, induit celle de la surface p = p1, p'1,p2,p3.Mais, de plus Ia
propri6t6 de complGtude est v6rifi6e: tous les liens et relations ndcessaires i la
construction de la surface p 6taient pr6sents dans le T-P.

U. ng analyse similaire pennet de voir que les prcbl}mes 2 et3 vdrifient aussi les deux
propri6tds mentionn6es. Par contre, les pioblimes 4 et 5 vdrifient la condition de la
direction vectorielle mais non pas celle de la compldtude.

Problbme 2:

- Q!*d le censi esl6gal- au nombne, si vous divisez le nombre par la cosa et la racine
de ce qui en rdsulte est 6gale i la cosa.

Trouvez-moi un nomb-re tel qu'en lui enlevant lR et ll4 eten multipliant le rdsultat
parlui-m6me, on obtienne L2.

Supposez qu'un nombre est une cosa; 1/3 et ll4de la cosa estTlll.de la cosa et le
reste de la cosa ests/Lz de la cosa. Maintenant dites 5lL2 de la cosa fois 5ll2 de la cosa est
251144 du censo, et ceci doit 6tre 12. Ainsi, nous savons que25/lM du censo est 6gal i
12. Nous devons div-iser le- nombre par le censi, c'est-e-dire 1,2 par 25fi* du cinso.
$yg"f ggcl en nombre entier en multipliant lM fois}5ll4, ce qui tait 25 censi, et dites
12 fois lM font 1728 en nombre. Maintenant vous devezdiviser tiZt par 25 censi, ce qui
donne 69 et3125, et la racine de 69 3/25 est 6gale i la cosa. Et vous a:vez suppos6. que le
nombne 6tait une cosa. Changez-le en racine. Dites une cosa fois 1 fait 1. Et &tes, i fois
69 3n5 font 69 3125 enracine. par consdquent, le nombre est la racine de 69 3Ds. 

'

ProblEme 3:
- _ Quand les cose sont 6gales auxcensi, vous divisez les cose par les censi et ce qui en

rdsulte est un nombre, et cette quantit6 est 6gale i la cosa-

Trouvez-moi deux nombres tels qu'ils soient partie I'un de I'autre, corrrme 2 et3, et
tels qu'ils fassent autant en multipliant liun par I'auG qu'en les ajoutant ensemble.

Supposons qu'un nombre est 2 cose et I'autre doit Otre n6cessairement 3 cose.
Maintenant vous dites 2 cose fois 3 cose font 6 censi, et 2 cose et 3 cose font 5 cose. Nous
avons. qJIe S_cose 

-sont 
6gaux i 6 ce-nsi. Vous devez diviser les cose par les censi, c'est-i-

dire diviser 5 par 6, ce qui donne 516 etceue quantiti est 6gale i la coia-
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Et vous avez suppos6 2 cose et 3 cose. Alors nous disons 2 fois 5/6 font 7 213 et
cette quantitd esll'un des nombres. Et vous dites, 3 fois 5/6 font}lf2 etcette quantird est
I'autre nombre. Et c'est fait.

Probllme 4:
Qou$les censi est les cose sont 6gaux au nombre, nous devons diviser par les censi

et ensuite diviser les cose i la moiti6 et multiplier cette moitid par e11e-m6me eiajouter ceci
au nombre, et la racine de cette somme moins la moiti6 des cose est 6gale i la coia.

Un homme pr€te 20 lires i un autre pendant deux ans i intdr6t compos6. A la fin des
deux ann6es, le deuxiEme donne au premier 30 lires. Je vous demande i quel taux (rate,
ragione) la lire adt€prdt& parmois?

Supposons que la lkaaEtd pr6tde i une cosa par mois. La lira gagne L2 cose par an.

Prenez 1/20 des 12 cose et j'ai pour la premiEre annde 20 lires et une cosa(lz). Maintenant
faites la deuxibme ann6e et dites UzA de 20 lires est aussi une cosa et ll20 d'une cosa de la
premiBre ann6e est U20 d'un censo, et vous avez maintenant 20 lires et 2 cose et UZ|
d'une 

""nto(tl). 
Et nous savons que 20 lires et 2 cose et l/2O d'un censo sont 6gaux e

30.(14)

Prenons 20 lires de 30 et il nous en reste 10. Alors nous avons 2 cose et 1/20 d'un
censo 6gale i 10 lires. Nous devons diviser par les censi. Nous devons les changer en un
censo, en multipliant par 20 et dites 20 fois 1/20 d'un censo font 1 censo, et 20 fois 2 cose
font 40 cose, et 20 fois 10 font 200. Maintenant nous savons que 40 cose et un censo est
6gd n 200. Nous devons diviser pff zla cosa. Nous disons que la moitid de 40 est 20.
Nous disons 20 fois 20 font 400. Ajoutons ceci a 200 et nous obtenons 600. Alors nous
disons que la racine de 600 moins 20, qui est la moiti6 de la cosa, est 6gale i Ia cosa. Et
vous avez supposd que la lka a €t€ pr6t6e i une cosa par mois. Vous dites 1 cosa fois 1
cosa font une racine de 500 moins 20. Ainsi,la lira a 6t6 pr6tde tr cette quantitd par mois,
c'est-i-dire au taux de racine de 600 moins 20 denari.

Probllme 5:
Quand les cose sont 6gaux au censo et au nombre, vous devezdiviser par les censi et

ensuite diviser par 2 les cose et multiplier ceci par lui-m€me et enlevez-lui le nombre, et la
racine de ce qui reste plus la moitid de la cosa est 6ga1e tr la cosa. Ou bien,la moitid de la
cosa moins la racine d9 ge qui reste aprCs avoir enlevd le nombre i la multiplication [par
elle-m€mel de la moitid de la cosa, et cette quantitd sera 6gale i la cosa-

Ce qui rend difficile la comprdhension de cette partie c'est justement l'incomplitude dt texts-
problbme: Gerardi s'appuie sur certains 6.l6ments qui ne se trouvent pas dans le T-P: I'int6,r0t est
exprimd en denari par lira pa mois. Ainsi au bout dune ann6e, on a 12 cosa denari par lira par an.
Et comme il y a 12 denari en un soldus et 20 soldi en une lira, 12 cosa denari est 6gale i
(U20)cosa lire. lvlais comme on avait 20 lire, on obtient, i la fin de l'annde, un intdrOt de cosa
lire, de sorte que le capital est, au d6but de la deuxidme annde" de 20 lire plus une cosa.
On a vu que le taux d'int6r0t par an 6tait de (U20) cosa lire. Gerardi applique donc ce taux au
nouveau capital. Il calcule donc (120)x [20 + x], et cette quantit6 est I'int6r0t qui correspond i la
deuxidme annde.

C'est Ia somme du capital et de llnt6r0t obtenu la premi0re annde avec I'int6r0t obtenu la deuxidme
annde.

t2

r3
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Un homme f7it2 voyages.Dans le premier voyage it a gagn6 12 denari. Dans le
{euxi}rye voyage il a gagn6 au m6me taux.-que dans le pftmier iofage, ettltfin il a 100
denari. Je vous demande combien de denari fl avait quand il est par[. - '

Supposons qu'il est parti avec une cosa et.qu'il a gagn6 12 denari. Par cons6quent il
a i la. fiq du-plemier voyag€ L cosa et 12 denari.-voyois-le deuxiEme uov"e"- Si &ans le
premier il a fait L cosa et 12 denari avec 1 cosq combien fera+-il avec I coia 6t 12 denari?
Par cons6quent multipliez I cosa et 12 denari fois 1 cosa et 12 denari et alors aiviiez par
1 cosa.

Maintenant vous dites ceci: une cosa et 12 denari fois une cosa et 12 denari font 1
censo et 24 cose et l.M denari. Vous devez diviser ceci par une cosa et il en rdsulte 100
denari. Mais 100 fois une cosa font 100 cose. Vous savez que 100 cose sont dgales i un
censo et 24 cose et LM denari. Prenez les cose des cose. Henez 24 cose de 1d'0 cose, il
reste 76 cose, et nous avons que 76 cose sont €gales i 1 censo et lM denari.

Vous devez {ftg pyjoum par le censi et ensuite diviser par 2lacosa, qui est 76,
dont la moiti6 est 38. Multipliez ceci par lui-m6me et cela fait l,4ti4.Retranchez ie nombre
gui-es1 lM, etil_reste 1300, et la racihe de 1300 plus la moiti6 de la cosa, qui €tait 38, esi
6gate i-la-cos_a. Et vous aye?llpp9s6 que ce nombre 6tait une cosa. Par ioisdquent, nous
avons d'abord la racine de 1300 plus 38 en nombre. Et c'est fait, et de cette figon'faites
des problBmes simil aires.

5.2 Quelques probldmes du Liber Abbaci de Leonardo pisanol'

Leonardo a 6erit le Liber Abacci en 12A2. Ce liwe a servi de modEle aux autres
liwes d'abbaco 6crits par h suite. La troisiEme panie du chapitre 15 de ce liwe est
consacr6 i I'algBbre et contient quelques 100 probllmes. Il coinmence en faisant une
classific.llion {es quantitds: radix,quadratus, nume.rus simples. Ensuite il distingue trois
modes d'6quations simples et trois modes composds.

Les modes simples sont:
1) ax2 = bx 2) ax2 =b

k second mode se lit Secundus quando census equatur numero.
Irs modes composds sont

1) census et radices equantur numerc (o2 +bx = c)
2') radices et numerus equantur censibus (bx + c - *2)
3') census et numerus equantur radicibus (*2 *c = bx)

La r6solution d'une dquation est donn6e sous forme d'une suite d'instructions
exprim6es 9q langagp naturel. Cette suite indique corrment opdrer sur les nombres donn6s
pour obtenir la solution.

. Vgici quelqles exemples, pris au hasard. On remarquera que ces probl6mes vfifient
les conditions de direction vectorielle et de compl6tude. 

-

15 I-a uaduction au frangais que j'ai faite des probl0mes pr€sentds par la suite est bas6e sur le texte latin
de Leonardo contenu-dans'(t i[ri ,tgf8at). ' I

3)ax=b
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Exemple 1; 16

Je divise 10 en deuf parties-et je_multipliq I'gne de ces parties par 6 et ce qui rdsulte
je le divise par I'autre partie, et le tiers de ceci je I'ajoute au produit dela premiEre partie par

6etletoutfait 3g.(7)

Syppog-o1ts que lq prgmi{e partie est une radix; tu la multiplieS par 6 et tu as 6 res
que tu dois diviser par la deuxidme panie qui est 10 moins radix, et la noisibme partie de
ceci tu dojs l'ajouter i 6 res pour avoir 39 1...;tt. Or, la troisidme partie de 6 res est deux
qe1 eui divis6 par 10 moins re est 39 exceptd 6 rebus (...). Muluplie donc 10 moins res par
39 moins 6 rebus et il en r6sulte 390 denari et 6 census diminird de 99 res 6gale i d6ux
rebus.4jof$ donc 99-res des deux parties, et tu obtiens six census et 390 denari 6gale i
!Q-1 rgbgs. Divise par le nombre de censum, i.e. 6, et tu obtiens census et 65 denari?gale
516 L6. Prends le car6 de la moiti6 des radix, soustrais 65 et prends la racine de ceci et tu
obtiens 2 5ll2 que tu enlBves de la moitid du radix, i.e. de 8 sttz et il t'en reste 6.

Exemple 2:19

Je divise L2 en deux parties et je multiplie les parties et ce qui en rdsulte je le divise
par la diff6rence des parties et cela fnt4ll2.

Soit la plus petite partie un renr.
Multiplies-la par I'autre, c'est-i-dire
par L2 moins re, il vient
12 res diminu6 du census divisd par la
diffdrence des parties, c'est-i-dire parrem et
12 moins re, ce qui est 12 diminud de deux

rebus. Et comme la division elle-m€me devient
 UZ,malapbe4lZpar 12 moins deuxrebus et il
vient 54 diminud de 9 rebus 6gale tr L2 rebus
moins censu. Restaure donc dans chaque
pafiie censum et 9 res el il vient censu et 54

6gale i 21 radicibus.
Prends le carrC de la moitid du
radicum, ce qui donne ll0 ll4,1...1

Exemple 3:20

plus petite: x

x(12-x)
l2x-x2
x-(12-x)
l2-2x
(t2x-x2)ltZ-2x-41/2,
4LDQ,2-2x)

5L9x = l2x-x2

xZ + 54=2Lx

Je trouve deux nombres dont le plus grand excdde le plus petit de 6, et je divise le
plus petit par le plus grand et il en r€sulte 1/3.

r6
t7

18

t9
20

Libris (1838-41), p. 371-72.

Rursus divisi l0 in duas partes et multiplicavi unam eamm per 6 et quod provenit divisi per aliant
partem et tertiam eius et quod provenit addidi super summam multiplicationis primae partis in 6. et
otum id quod concrehrm est fuit 39.

Il s'agit donc de l'dquuion (l/3x6x/(1G,x) + 6x =39.

Libris (1838-41), p. 381.

Libris (1838-41), p. 391.
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6. SynthEse

Ir problbme 5 &a Libro de Ragioni de Paolo Gerardi utilise une rbgle de rois pour calculer I'int0ret
de la deuxiBme annde. Cette rBgle de trois (qui n'est pas mentionn€e ) est suggdrde par I'apparition
du mot /m6me taux/ dans le T-P. Mais cette relation ne peut Otre pergue qu'i travers la base de
connaissances du sujet: le T-P est donc incomplet. Une formulation alternative du T-P peut
cependant le rendre complel

D ry tgxte que nous avons prdselt6 contie-nt, dans la plemiBrc parrie, une mise au point des
r6sultats que nous avons obtenus dans le cadre de nbtre projet en cours (Ze
raisonnement algibrique dans la rCsolution de problCmes Zcritsu. Ces rdsultats
concernent essentiellement la d6tection de certains systlmes symboliques et de certaines
reprdserrtatiorrs utilisdes par]es dlEves quand ceux-ci essaient dL constririre une equa-tioni
partird'un texte-problEme. Ces sy-sttmessymboliques ont une fonction particdi$re (quit
nous faudra mieux p.*r.tgt par la s-uite) dans le processus de r6soluiion. Un preriier
r6sultat est la mise en 6vidence que la prise de conscience des diffdrentes fonctibns des
reprdsentations et des systEmes symboliques impliqu6s peut constituer un obstacle pour
l'6ldve.

2) Afin de mieux comprendr-e.les diffic}.ltgs-qui sous-tendent la r6solution alg6brique d'un
problbme +rit, eJ devant I'impossibilitd de pouvoir expliqrer ces difficuli-ds i p'artir du
cadre thdorique du problem solving, nous avbns 6td amends h formuler un mod$le bati e
partir du cadre des repr6sentations. Le modEte est centr6 sur I'interaction entre le texte-
probldme (T:f), les id6es que lindividu se fait sur le T-P et les choses qu'il 6crit au fur er
1me9ur9 qu'il s'engage dans 1a:6solution. Lr modBle nous permet de niieux exprimer un
des r6sultats. que nous avions obtenu aup-amvant, t-sgor, {ue h repr6sentation visee par
l'61Eve -en I'occurrence ldquation cherchde- conditionne l-es reprdsentations internei et
externes intermddiaires (Radford; 1991,-p.1Q). Ngtr.e travail sir Oiophante pennet de
voir que ce phdnomBne est pr6sent aussi dans les origines de I'algBbre. '

3) D'autre part, notre. mod9l9 perme_t {e ryie_ux distinguer la nature des deux types de
transformations qui sont a h base de la rdsolution d'un problBme 6srit: la transfoiiration
que nous av-ons appelde 9" typ. (_!) -cet19 qui permet de transformer le T-P en dquation-
et les transformations de- type (2) -ggllei qui permettent de r6soudre 1'6quation. La
transformation (1)-d6pe-nd en particulier de-l'inieraction entre le texte, les id6es qu'on
structure i partir de la lecture de celui-ci et ce qu'on d6cide d'6crire i partir de iette
lecture, en vue dobtenir une 6quation. Les transformations (2) reposent iurlaforme de
cette dquation: c'est la forme ou structure de l'6quation, i.e. la pbsition de la-cosa, du
censo et da nombrequi ddtermineront s'il s'agit de se ddbarrassei des termes <<ndgatifs>
(al-jabr) ou si on opbre sur les tennes semblables tr I'aide del'al-muqabala.

4) Oq peut pieux compren&e i la lumiEre du modBle les rdsultats exploratoires que nous
avions obtenus au Guat6mala. Le modEle permet, en effet, de meure en 6vidence une
structure non mplhdmatique mais tgxtue.llg (il s'agit d'une structure pragmatico-
linguistique) qlu ddfinit une catdgorie d9 problbmes quf insinuent (pour un irerie public
9t polr une mdme classe de problEmes i.e. des probldmes impliquant dans leur r6solution
le m6me ensemble de concepts) comme des problEmes plus faciles i r6soudre. Cette
catdgorie de problbmes est d6finie par deux propridtds: celle de la compl6tude et celle de
la direction vectorielle. La premibre r6f0re au fait que le T-P n'occihe pas de notions
ou_relations qui seront n6cessaires dans la construction de l'6quation21. La deuxiBme
$fBre .au .fait que le T-P ,<oriente> la construction de reprdsentations externes
intermddiaires en vue dbbtenir l'6quation.

2t

62



l

5) Il nous est appiuu intdressant de vot si h catdgorie de problBmes que nous avions mise
en dvidence 6tait rep6rable au niveau de fhistoire. Nous avons d6cid6 de nous arr6ter sur
certains documents math6matiques 6crits dans le Haut Moyen Age et le ddbut de la
Renaissance parce que cette p6riode s'avEre intdressante pour plusieurs raisons: (1) le
langage vemaculaire de I'algEbre de cette 6poque nous permettrait de mieux comparer le
T-P et les repr6sentations externes intenn6diaires et de pouvoir mieux cerner leurs
relations; (2) c'est justement dans cette periode qu'on pouvait appr6cier le plus la relation
entre arithm6tique et algibre-et la fagon dont cette derniEre s'affirme comme discipline
scientifique.

Dans le point 5 de ce travail, nous avons donnd quelques exemples de deux liwes fort
importants de la p6riode en question: celui de Leonardo Pisano et de Paolo Gerardi (on
s'est limitd i deux mathdmaticiens pour ne pas alourdir le texte, mais les mdmes r6sultats
se retrouvent chez d'autres mathdmaticiens, comme Maestro Jacobo, Piero della
Francesca, Paolo dell'Abbaco, etc.). Il se trouve que c'est justement la catdgorie de
problEmes que nous avons mise en dvidence I partir de notre moddle de rdsolutions de
problEmes dcrits qui estprivn€,$6edans ces textes.

Ces problEmes, consid6r6s comme des <<problBmes rdcrdatifs> par van Egmond (1980),
constituent en fait le mat6riel sur lequel l'algdbre se construit et s'affirme corrme science.
Ces math6maticiens n'ont pas construit ces problbmes pour le divertissement de leurs
dldves mais parce que I'algEbre est en train de se faire, et I'obtention de I'dquation qui
permet de rdioudre-un problBme demande un ceftain exercice, une ceftaine maturation.
C'est ainsi qu'on peut comprendre que des problBmes qui ne sont pas complets au sens

de notre d6finition ne deviendront populaires que plus ar&.

6) La suite de notre projet vise, dans sa partie didactique, la ddtection i travers une
expdrimentation d'une hidrarchie de diffrcult6s dans les problbmes h la lumidre de notre
modBle de r6solution et des propri6t6s de compl6tude et de direction vectorielle, dans le
but d'aboutir i la mise en place d'une s6quence didactique d'enseignemenl

Dans sa pa:tie historique, notre projet continuera l'€tude des conditions qui ont rendu
possible l'6mergence de I'algEbre au temps des abbaquistes.

Un problEme similaire au problBme 5 que nous avons pos6 au Guat6mala (donc un probl0me
incomplet) se trouve dans le Trauato d'Abaco de Piero della Francesca, publi€ plus d'un siEcle plus
tard que le Libro de Ragioni.
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