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Diophante et l' alg ibre pr6-sgmboliqtte, Luts RaQford
CIRADD

Uniuersit€ du Qu€bec d. Montrdal
et Untuersttd de San-Carlos, Guatemala

A I'hiver 1982, j'6tais inscrit au cours du professeur Georges

Glaeser, de I'IREM de Strasbourg. Le cours avait lieu les mercre-

dis, I'aprds-midi. Je me rappelle tr0s bien, en rentrant chez moi, le
soir, sous les flocons de neige, de mes efforts pour mettre un peu

d'ordre dans mes id6es, bouscul6es par les magnifiques legons de

mon cher maitre. Qu'il veuille bien accepter ce petit travail

comme gage de ma reconnaissance.

l.INTRODUCTION

L'6tude du d6veloppement des id6es math6matiques est

devenue un sujet important dans le cadre de I'enseigrrement:

en effet, la d6tection des obstacles rencontr6s au long de la
formation d'une th6orie et la fagon par laquelle ils ont 6t6

franchis peuvent donner aux professeurs une id6e de la
profondeur et de la nature de ces obstacles, et les aider dans

la faEon de mener I'apprentissage chez leurs 6lbves.

Malheureusement, l'enseignement scientifique, tel qu'il est

d6bit6 aujourd'hui, repose sur I'enseignement des notions
sous sa forme achev6e, et nie, par li, I'histoire des sciences'

En ce qui concerne I'alg0bre, on peut se poser un certain
nombre de questions, int6ressantes i plusieurs points de

vue: qu'est-ce qui est i I'origine de I'algdbre? Qu'est-ce que

I'algdbre 6tait au d6but? Quels probldmes I'algdbre 6tait-elle
cens6e r6soudre? Quel 6tait le rapport entre I'arithm6tique et

I'algdbre? Les r6ponses aux questions pos6es peuvent varier
en fonction de ce que I'on comprend pat algibre. Le mot

algdbre provient de I'expression arabe al-jabr wa'l muqaba-
/c, utilis6e dans un texte 6crit par Al-Khwarizmi au 9' sidcle

ap. J.-C. L'expression arabe d6signe les op6rations d'addi-
tion, soustraction, multiplication et division qu'on peut

effectuer en vue de r6duire une 6quation de premier ou de

deuxidme degr6 i une forme canonique. L'algdbre est donc,

au 9' sidcle, I'art de r6duire et de r6soudre des 6quations.

Dans la pr6face de son livre, contenue dans la traduction de

Rosen, Al-Khwarizmi d6voile sa conception de I'utilit6 de

l'algBbre: probldmes d'h6ritage, partitions, constructions de

canaux, calculs g6om6triques, etc. Or, les probldmes ont
toujours 6td d la base du d6veloppement des math6mati-
ques. Si on regarde les math6matiques qui nous sont parve-
nues des plus anciennes civilisations (la Chine, l'6gypte, la
Babylone, par exemple) on trouve des problEmes. Cepen-
dant, si on regarde de plus prds, on se rend compte qu'avec
Diophante on assiste i une nouvelle fagon de r6soudre des

problEmes.

I 
Cet article a 6t6 6crit dans le cadre d'une recherche subventionnEe par le

fond FCAR (Qu6bec) (91-ER-0716)

Pour montrer le contraste, prenons I'exemple de la math6mati-
que babylonienne, et consid6rons le probldme suivant:

Trouver les dimensions d'un rectangle d'aire 96 et dont la
somme de la base et de la hauteur est 20,

Avec les notations alg6briques modernes, le problEme s'6crit:

x+y=20
ry =96'

Ce probltme, dans lequel nous reconnaissons un problEme de

second degr6, est appel6 par Neugebauer (Neugetrauer, 1952)
la <<forme normale>>.Il 6tait au coeur m6me des math6matiques

babyloniennes. Dans les centaines de problEmes contenus dans
plus de 300 tablettes en rapport avec les math6matiques qui
nous sont parvenues de la p6riode qui s'6tend de 1800 av. J.- C.
jusqu'd 300 av. J.- C. (voir Neugebauer et Sachs, L945), beau-
coup sont r6solus en les ramenanl dla forme normale.

La r6solution babylonienne consiste ir op6rer sur les chiffres
donn6s, d'aprds une suite d'instructions donn6es par le scribe:

1. Diviser par Zla somme des nombres: 20 + 2 = t0

2. Elever au carr6: 102 = 100

3. Retrancher I'aire donn6e,96, i 100: 100 - 96 = 4

4. Extraire la racine cal6e: 2

5. La base est 10 + 2 = 12

La hauteur est 10 - 2 = 8.

Cet exemple nous permet de voir que la r6solution babylo-
nienne, telle qu'elle nous est parvenue, repose s;,tr tn enchatne-
ment d'opdrations numdriques.Il n'y a pas une incomue m6l6e
aux calculs. Diophante d'Alexandrie (3" sidcle ap. J.- C.), au

contraire, dans son oeuvre Arithmdtique, introduit une incon-
nue sur laquelle il fait des calculs, pour r6soudre des

problEmes comme le pr6c6dent.

2. L'arithm6tique

2.1 La classification des nombres:

L'Arithm€tique de Diophante constitue une collection de

problEmes dont certains proviennent probablement de

Diophante m6me et d'autres faisaient partie de la tradition
math6matique de l'6poque. Au d6but du Livre I, Diophante
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positives et n1gaives; enfin d la maniire de retran-

clter d'espices positives et d'autres ndgatives, d'autres

espices soit positives, soit aussi positives et ndgatives.

Ettsuite, s'il rdsuhe d.'un probldme que certaines

expressions sont dgales d des expressions identiques,

mais avec des coefficients dffirents, il faudra retran-

cher de part et d'autre /es [espEces] semblables des

semblables, jusqu'd ce que l'on obtienne une seule

espice dgale d une seule espice.6 ,'

2.3 L'arithme et Ia r6solution de problEmes:

Voyons maintenant comment tout cet appareillage concep-

tuel est mis en oeuvre pour r6soudre des problBmes: prenons

le probldme qui correspond i la forme normale babylonien-

ne qui se trouve dans I'introduction de cet article (il s'agit

du problBme 27 dllivre I de I'Arithm6tique). Le probldme

est 6nonc6 par Diophante dans les termes suivants:

Trouver deux nombres dont la somme et leur produit

forment des nombres donn€s.

Il s'agit donc d'un probldme que nos notations actuelles

permettent d'6crire ainsi:

xtY= a

x! =b

oProposons, dit Diophante, que la somme des

nombres forme 20 unitds, et que leur produit forme 96

tmitds. Que l'excddent des nombres soit 2 arithmes.

Dis lors, puisque la somme des nombres est 20 unitds,

si nous la divisons en deux parties €gales, chacune

des parties sera la moiti4 de la somme, ou 10 unitds-

Donc si nous ajoutons d l'une des parties, et si nous

retranchons de l'autre partie, la moiti4 de l'excddent

des nombres, c'est-d-dire- 1 arithme, il s'€tablit de

nouveau que la somme des nombres est 20 unit4s, et

que leur exc€dent est 2 arithmes. En cons€quence,

posons que le plus grand nombre est 1 arithme

augmentd de 10 unitds qui sont la moitii de la somme

des nombres; donc le plus petit nombre sera 70 unitds

moins 7 arithme, et il s'dtablit que la somme des

nombres est 20 unit€s et que leur exc,ldent est 2 qrith-

mes.

"Il faut aussi que le produit des nombres forme 96
unitds. Or leur produit est 100 unitds moins un carrd
d'arithme, ce que nous 4galons d 96 unitds, et l'arithme
devient 2 unitds. En cons€quence, le plus grand nombre

sera 12 unitds et le plus petit sera 8 unitds, et ces

nombres satisfont la proposition., (Ver Eecke; 1926, pp.

36-38)

Cette r6solution nous permet de voir qu'avec Diophante nous

sommes en pr6sence d'un changement conceptuel dans la

fagon d'aborder certains probldmes math6matiques: une quan-

tit6 inconnue est mise en scdne et cette quantit6, I'arithme, va

Otre prise en compte dans les calculs: on va op6rer avec elle.

Mais outre le statut num6rique d'inconnue, I'arithme permet, i
son tour, la cr6ation de nouveaux objets math6matiques plus

complexes: d'une part les eidoV ou espdces, c'est-I-dire les

mon6mes, qui se distinguent entre eux par leur nature

arithm6tique i.e. par leur <cat6gorie>, (carr6, cube, bicarr6,
etc.8), et d'autre part les expressions. Dans I'extrait que nous

avons plac6 i la fin du $2.2, Diophante se r6fEre, i plusieurs

reprises, aux espEces (eidoV). La premibre partie de cet extrait
se r6fdre en fait aux op6rations entre espdces, c'est-)r-dire aux

op6rations entre mon6mes, dlors que la derniEre partie se

r6fdre au rdsultat de ces op6rations, i.e. aux expressions et,

plus pr6cis6ment, d la fagon de r6duire (par soustraction) ces

expressions d des espEces. Par ld, Diophante commence la
construction d'un nouveau langage: un langage alg6brique.

2,4 l,e langage alg6brique chez Diophante:.

Nous avons vu pr6cddemment que Diophante introduit certains
symboles pour d6signer le carr6, le cube, etc. et qu'il utilise le
symbole V pour d6signer I'arithme. A I'aide de ces symboles il
va construire un langage (avec une syntaxe bien d6finie) qui
rend possible de repr6senter et les espEces et les expressions
(ces dernidres 6tant - rappelons-le - d'espEces (i.e. des

mon6mes) op6r6es entre elles).

Les nombres invariants ind6termin6s sont reprdsentes en utili-
sant la notation alphab6tique grecquee; par exemple:

j
l

i

.i
I

6 Il s'agit de transformer l'6quation initiale et de I'amener i une 6quation de la 1u15s6 dans la deuxi3me phrase du texte - qui est bas6 de la traduction de Ver

forme ax" = bx' Eecke (1926,p.8) -, la traduction expressions car, dans ce contexte, Diophante
7 Il est important de noter ici que Ver Eecke (1926) traduit er6og, pN expres- se r€fare i I'el6og (i.e. i lafgure ou laforme) qui r6sulte des opdrations entre

siozs. Nous avons suivi, dans les premiEres pkases de ce texte, Heath (1964) espdces. Nous reviendrons sur cette distinction au $ 2.3.

et Rashed (1985) qui traduisetrt er6oE, par espCces. Par contre,nous avons 8 cf.$2.1
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En notations modernes, le problbme s'6crit:
X*l= 4

l*z= b

Z+x= c
oi a, b et c sont les nombres proposds.

Livre II, problEme 11:

Ajouter un meme nombre i deux nombres donn6s de
manidre que chacun d'eux forme un carr6.

C'est-d-dire, en notations modernes:

x+a=c2
x+b=d2

Livre IV, problEme 6:'2
Trouver un carr6 et un cube tel que leur produit soit un
car16.

C'est-i-dire, en notations modernesl

iy'= u'

LivreV, problime 5:
Trouver deux nombres, I'un un cube et l'autre un carr6, tel
que si on multiplie le cube du cube par deux nombres
donn6s et on ajoute chacun de ces produits au carr6 du
carr6, le r6sultat est dans chaque cas un nombre carr6.

C'est-ir-dire, en notations modernes:

(i)2+ a$f13 = v2

(f)2+ b$f)3 =,,?

Livre .<VI>>, problime 6:
Trouver un triangle rectangle tel que le nombre de son aire,
augment6 du nombre de I'une des pelpendiculaires, forme
un nombre donn6.

C'est-i-dire, en notations modernes:

a2=b2+c2

bcl2+b=u

Pour essayer d'expliquer le fait que les probldmes de
l'Arithm€tique de Diophante ne soient pas rattach6s i des situa-
tions de la vie courante, Tanneryl3 a sugg6r6 que la personne d

qui Diophante s'adresse au d6but du Livre I, le trEs honord
Dionysios, 6tait l'6v6que d'Alexandrie. Tannery conclut que
I'Arithmdtique 6tait probablement destin6e aux 6coles de
I'Eglise Catholique de l'6poque, et que Diophante aurait 6t6
chr6tien. Ainsi, les probldmes d enseigner devaient 6tre
d6pourvus de tout aspect paien.la Quoi qu'il en soit, beaucoup
des probldmes de I'Arithm6tique 6taient connus avant
Diophante" C'est le cas, par exemple, des probldmes 1,6 et 27
du Livre I. En effet, le problBme 27 6tait un probldme fonda-
mental dans les math6matiques babyloniennes, comme nous
I'avons d6ji indiqu6 au g1; en ce qui concerne le probldme 16
(6nonc6 ci-haut), Heath mentionne une rdgle; 6nonc6e en mots,
connue sous le nom de <<flower or bloom of Thymaridasr, qui
exprimait la solution du probldme, quoique au dire de Heath
<<the rule is stated in general terms and no symbols are
used[...]. The rule is very obscurely worded [...]". (Heath,
1921, Yol I, p. 96). Mais pour mieux appr6cier I'apport de
Diophante, voyons de plus prds comment il r6soud ce
problEme.

4. La M6thode de I'inconnue op6rationnelle

Le probldme 16 du Livre I s'6crit, en notations modernes:

x*l= q

!tz= b
Z+x= c

Diophante choisit a=20 unit6s, b=30 unit6s et c=40 unit6s.
Ensuite, il dit:

12 La traduction en frangais que nous faisons de ce probllme et du suivant

est basde sur la traduction anglaise de Sesiano.

13 
Nous suivons ici Vcr Eecke (Ver Eecke; 1959, pp. xv-xvi)

lala 
seule exception constitue le problBme 30 du livre <V> , oi il est question

d'un m6lange de vin. Mais I'authenticit€ de ce problbme a 6t6 mise en doute.
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nombre serait 1 arithme moins 80 unit6s, c'est-)r-dire, 45

unitds moins 80 unit6s, ce qui, pour Diophante, est un r6sul-
tat inadmissible ...

Diophante ne montre pas dans l'Arithmdtique comment il
parvient d trouver les conditions n6cessaires sur ..les

nombres donn6s, (les paramEtres) pour le bon fonctionne-
ment de sa m6thode. En tout cas, cela montre qu'il disposait
de moyens efficaces pour y parvenir; le r6le du symbolisme
dans les moyens d6tecteurs de conditions n6cessaires est

quelque chose d'encore non connu.

4.3 Le choix des relations et la faisabilit6 de la solution:

Pour pouvoir mettre en oeuvre la mdthode de I'inconnue
op6rationnelle, Diophante doit choisir certaines relations
afin de lier I'inconnue op6rationnelle aux inconnues du
problBme. Mais, d'autre part, son choix doit 6tre tel que

l'6quation )r laquelle il aboutit n'entraine pas de solutions
n6gatives ou irrationnelles.

Le choix des relations chez Diophante rend sa r6solution
des problEmes diff6rente de ce que nous enseignons d nos

6tudiants d'algdbre aujourd'hui. C'est que la m6thode de

Diophante ne met pas en face directement les donn6s et les
inconnues du probldme, comme c'est en g€ndral le cas avec
nos m6thodes actuelles, mais tous ces nombres pivotent
autour d'une seule quantit6 ind6termin6e: I'arithme. Donc
notre tratluction du probl0me sous forme d'6quation(s),
n'est pas la m6me. La ,.mise en 6quation> d6pend des

m6thodes que nous avons i notre disposition.

Or, fr6quemment, les relations qui lient les inconnues du
problBme i I'arithme ne peuvent pas 6tre pergues a priori;
Diophante s'appuie alors sur une variante de la m6thode de

fausse position. Dans le probldme 6 du Livre ..VIr, 6nonc6
ci-haut, Diophante part d'un triangle dont les c6t6s sont 3
arithmes, 4 arithmes et 5 arithmes et, ayant choisi le
paramEtre 6,gal d 7, la condition de I'aire du triangle plus
une perpendiculaire 6gale i ce paramttre donne:

6l + 3x = 7 (x d6signe I'arithme)

Il s'agit alors de r6soudre cette 6quation. A ce sujet, il dit:

"Il faut que la tnoitii de la quantitd d'arithmes multi-
pli6e par elle-m€me, et i laquelle on ajoute la quan-
titi de carrds d'arithmes, multipli4e par la quantitt

d'unitis, forme un carr6. Or elle ne forme pas un

carr€rr,16

Alors, Diophante retient la condition pr6c6dente sur les coeffi-
cients de l'6quation et il cherche un nouveau triangle rectangle
qui v6rifie cette derniEre condition. A I'aide de sa m6thode de

I'inconnue op6rationnelle, il trouve le triangle 24, 7 et 25.

Alors, il recommence son raisonnement initial en remplagant
le triangle original 3 arithmes, 4 arithmes et 5 arithmes, par le

triangle 24 arithmes, 7 arithmes et 25 arithmes. Maintenant la
mise en 6quation (qui s'obtient )r partir de la condition de la
somme de I'aire avec une des perpendiculaires €gale d 7)

I'amdne )r l'6quation: 84x2 + 7x = 7, qu'il sait r6soudre: il
donne x= U4 comme solution, de sorte que le triangle cherch6
est: 6 unit6s, 714 et2514.

5. SYNTHDSEETCONCLUSION

En regardant I'activit6 math6matique dans les anciennes civili-
sations, on peut distinguer, d'aprds Van der Waerden (1983),
deux grands courants: une activit6 math6matique destin6e aux
constructions gdom6triques li6es aux applications rituelles,
activite dont la transmission 6tait essentiellement orale, et,

d'autre part, une activit6 math6matique inscrite dans la tradi-
tion scolaire qui 6tait i la base de I'enseignement des

mathdmatiques. C'est dans cette tradition qu'on trouve les
textes comportant des suites de problEmes suivis de leur solu-
tion. Et c'est justement dans cette tradition qu'il faut situer
l' Ar ithmdtique de Diophante.

Or, s'il est vrai que Ie premier courant de I'activit6 math6mati-
que aboutit i une organisation d6ductive de la glom€trie, telle
qu'on la trouve dans les El1ments d'Euclide, il est vrai aussi
que c'est avec Diophante que le deuxidme courant connait une

apoth6ose semblable i celle connue par le premier, grAce )r

I'explicitation d'une m6thode de rdsolution que nous avons
appel6e la mdthode de l'inconnue opdrationnelle et qui diffdre
des m6thodes alg6brico-g6om6triques qu'on trouve dans les
El4ments d'Euclide. Toutefois, restreindre la port6e de l'oeuvre
de Diophante i la m6thode revient i laisser de c6t6 un autre
aspect de son oeuvre aussi important que la m6thode elle-
m6me, i savoir, le langage qu'il construit.

Sa m6thode repose sur I'introduction d'une quantit6 inconnue ir

laquelle sont reli6es les vraies inconnues du problbme. La mise

16 
Diophante affirme que (3t2)2 + 6.7 doit Otre un can6. Si nous d6signons par

d cette quantit6, le discriminant D (au sens actuel du terme) de l'6quation 6x2
+ 3x - 7 = 0 v6rifie: D =4d. Ainsi, pour que I'arithme soit rationnel, la quantit6

d doit 6tre un carr6.
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