


, SEN 20 Y LOS NUMEROS ALGEBRAICOS
EN EL SENTIDO DE ABEL

(F): sen O'= *sen 3d- jcos 3Oo

En la secci6n de problemas de la revista anterior, vol.
3.2 p9.27, dejamos planteada la pregunta si era
pqsible calcular sen 20 (o bien, expresado el dngulo en

radianes: sen(rp0)) sin usar tablas ni calculadora.
Vamos a dar aqu( respuesta a tal pregunta: sen 20
puede ser calculado sin calculadora ni tabla, utili-
zando unicamente ntimeros racionales y las opera-
ciones bdsicas det dlgebra (suma, resta,
multiplicaci6n, divisi6n y exEaccidn de raices), un
nfrnero finito de v@es.
Un nfmero que puede expresarse de esa forma fu6
llamado por el Matemdtico noruego Niels Abel
(1802-1829) "ndmero algebraico" en sus investiga-
ciones sobre la resolucidn de ecuaciones de grado
mayor que cuatro. Actualmente {omo veremos mds
adelante- el sentido de "ndmero algebraico" es otro.
Por el mo,mento demosfiaremos que sen 20 es un
nfmero algebraico en el sentido de Abel.
La idea es la siguiente: las fdrrrulas del seno y coseno
de la diferencia de dngulos, f6rmulas que se remontan
al cdlebre Matemdtico, astr6nomo y gedgrafo griego,
Claudio Prtolomeo, afirman que:

(P,): sen (a - b) = sena cosb - cosa senb
(Pr): cos (a - b) =cosacosb + senasenb

De dichas f6rmulas y la identidad pitagdrica
sen2a + cos2a = 1, podemos obtener estas otras
fdrmulas:

(P',): sen al2 =

€'r): sen 3a = 3sena - 4sen3a *

La f6rmula (P'r) nos permite calcular el sena si cono-
cemos el sen 3a (se trala, pues, de un problema de
trisecci6n de dngulos). En efecto, (p'r) es una
ecuaci6n de tercer grado en sena, y sabemos que las
fdrmulas de Cardano (ver [Rl] en las referencias
bibliogr{ficas) erpresan las soluciones de la
ecuaci6n de tercer grado, usando s6lo operaciones
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algebraicas b{sicas.
Asl pues, para calcular sen 20 es suficiente conocer
sen 6o.

Ahora bien:

sen 60 = sen ( 360- 30)
= sen 360 cos 3f - cos 360 sen 30

como cos ,0, = # y sen 3u = u2,obtenemos:

Nuestro problema es ahora calcular el sen 360 o el cos
360 (conociendo el cos 360, el sen 360 se obtiene
mediante scn3@=rGffi. EI lector fiel a nuestra
revisla recordard que en la Secci6n de problemas del
vol3.2 (p9.25) encontramos que cos 360 es la mitad

del nrlmero de oro, es decir I + 16 
.T'

Sin embargo daremos aqu{ una forma alternativa de
llegar a ese resultado.
Dividamos el semicfrculo de radio R y centro O en
cinco arcos iguales. Como los arcos son iguales, los
dngulos que los subtienden son iguales, y la surna de
esos dngulos debe ser 18ff; por tanto cada uno de
ellos mide 360. Es decir:
XAOB = I BOC = I COD = X DOE = IEOF= 360 De
alli se deduce *BOD =72

Dc

t Eetaadocf6mrulaafircron obtcnidar porptotorrco,cn
un conbxto purrrncnb geom6lrico, cn le clrboraci5n
& lar primcrarrrbhe tigonom6ricrr ( vcr [Olf ).
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Como el ADOA es is6sceles y la suma de los {ngulos

internos de un tri{ngulo es 1800, debemos tener que

IODA=|QAfr=J(o
De aqu( resulta que los tri{ngulos DOA y OPA spn

semejantes.
Por tanto:

Es decir R.OA = OP'DA
Por otro lado, es fdcil ver que X ODP = X OPD; Por

lo tanto et ADOP es is6sceles y resulta que DP = R'

Como OA= R Y DA = DP + PA= R + PA, tendremos:

R'?= OP(R+PA)'

Sea x = PA. Como OP = PA, tenemos;

x2+Rx-R2=0

Resolviendo esta ecuacidn, llegamos a:

zr=
l- ?t-
VA+VB

OA DA
OP- R

Por tanto

y sen 360 =
I
4

Regresando a la f6rmula (F) tenemos:

sen6o=$.',mffi #
Teniendo ya sen 6o, podemos hacer a=2o en la f6rmula

(P',) y obtenemos:' 4sentT - 3sen 20 + sen 6o = 0

Hagamos c = sen 60 (constante conocida) y z= sen2o

Entonces la ecuaci6n anterior se transforma en:

4tj-32*c=0

* -1,*i =o

Como ya hemos dicho, las soluciones de cualquier

ecuacidn de tercer grado se pueden expresar usando

unicamente las operaciones b{sicas del tllgebra

(f6rmulas de Cardano). Hemos demostrado entonces

que sen2o es un nfmero algebraico en el sentido de

Abel.

x=(-l ..6lf

cos360= Y =t*rf
(-l+\6) RY2 4

o bien:

Sabemos que la ecuacidn de tercer grado

zt +pz+ q = 0 posee las soluciones:
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^- 
a-

z, = w{A+ wryB

,r= nrltT.+ w\6'

donde ;=t.\FB

-1 +i 116w=T
y i6 denota un valor cualquiera de la ra(z cdbica

de A, y iE ", 
tal que tAr[= -+

Recordemos que w es ralz cfbica de la unidad, es

decir que verifica la ecuaci6n x'= l. I-as tres raices de

esa ecuaci6n son 1, w, w2. ( Ademds se tiene que

w'= W)

En nuestro caso, lenemos

n=-$tV;'ffi-1r+fsvl+

n=-$tOlffi-1r+r/rsll-

*(+,/3*<z frxr*

Vemos que A y B son ntlmeros complejos.

Por otro lado, como el discriminante A = 4p' + 27$
de nuestra ecuacidn es negativo, sabemos que las tres

raices son reales (ver [V1]). Ademtls lar raices son

distintas. Esto rlltimo puede establecerse recordando

que un polinomio P tiene raices distintas si y s6lo si

el polinomio P y su derivada P'son primos entre s{.

Supongamos entonces que nuestro polinomio

P(z) = 4zj - 3z + c tuviera raices iguales' Como

P'(z) = l2z2 '3 no divide a R P' deber(a tener rm factor

lineal comfn con P(z).

Ese factor podrfa ser 2z- I 6 2z+1. Es ftlc il comprobar

que ninguna de estas expresiones factoriza a P(z). Por

tanto P(z) tiene raices distintas.

La pregunta que surge ahora es lcudl de las tres

raices reales corresponde a sen2o?

calculqpl-sEM

De las expresiones A y B dadas arriba vemos que B

es el conjugado complejo de A. Ademfs, A est{ en el

segundo cuadrante. Asi pues, podemos escribir

10-2\F

- {- } (a/3. rz ./ixr*./r
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F
F:'
l',
t-

A = rero B=r€te, con fi/2 < 0 < rt

Estudiemos primero a zr.

3- 1-
zz= wVA+ wa/B

tenemos que Vf = 1f,er.

6=ft.-ry3 coo

Por otro lado, w = ew

Por tanto b=<l;ldE-?+ o(l*?l

= 2i[.o, f$.?l

como ff.$*$.rr, vemosque z2<o

Dado quesen20es positivo, podemos concluirque z,
no es sen 20.

Estudiemos ahora z,

lr l-
4 ={A+r/B

= t[t ero+e{1

= rffi"or8

Como 3.$ , h funci6n coseno es decreciente en

[O,r42l tenemos que:

e n IcosS> cosT=Z

arzilr|=ifi
Elctllculoder=lA! conduce a r=UB

De allf se deduce que !_ l
z1>tttllS=i

Ahora bien, como la funci6n seno es ereciente en

tO,filz), tenemos que:

sen?= o L l:seD90 < sen5= 7

y como zr) lD, vemos que z, * sen2o

y r=lAl. De lo anterior se deduce que sen2o = z,

En oras palabras:

tc e ficon 6<T<T
-n{4
t<T<e

*' *( 4.6 +Q {3'ttr+fsr t

sen ? = f #l t*tVi.m - (r+r,6y ) +

( -t., v' ) t * tr.m-rr+f;;-
r - lr.r

V # +( o16 +(2 V3)(r+\6)rrfuaErl ]'-

(hasta no ver no creer ... )

BRAICOS EN EL SENTIDO DE ABEL

Hemos dicho que un nfmero es algebraico en el
sentido de Abel si 6ste puede escribirse utilizando
nfmero racionales y las operaciones bttsicas del
dlgebra, un nfmero finito de veces.
De esta matrera tenemos que

{-z,t+{z,.ri, i tW erc. sonnr-
meros algebraicos. V \12

Es claro que ese conjunto, que denotaremos por A,
estd contenido en el conjunto de nrlmeros complejos
c.
Ademds, es frlcil verificar que A tiene una estruchra
de campo. As( pues, A es un subcampo de C.

Saturaci6n por radicales: otra forma de ver el con-
frntoA

Si un elemento tiene una potencia en un campo K, se
dice que es un radical relativo a ese crmpo.
Por ejemplo iE 

"r 
* radical relativo aI ionjunto de

nrlmeros racionales Q, pues su cubo es 2 y 2€e.
Observemos, sin embargo, que r[ no est{ en e.
Ademds, todo elemento de un campo es radical
relativo a ese campo.
El conjunto A de nlimeros algebraicos en et sentido
deAbel puede verse como el resultado de afladir a e
todos sus radicales y luego todas las expresiones
racionales (es decir las expresiones que pueden for
marse utilizando rrnicaf,rente las operaciones sumo,
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resta, multiplicaci6n y divisi6n), Pero Apuede verse
tambidn como el subcampo mds pequefio que con-
tiene a Q y a todos sus radicales. Es por ello que A
suele llamarse tambidn la sahraci6n por radicales de

Q. En A, toda "ecuaci6n binomial" xo - a = 0 tiene
soluci6n.
Se ve inmediatamente que A queda caracterizado por
ser el subcampo mds pequeflo de C en el cual los
polinomios P(x) = x' - a tieuen sus raices.
Podemos preguntamos ahora si el conjunto A de Abel
contiene las raices de cualquier polinomio. La res-
puesta es no:'hay polinomios cuyas raices no pueden
expresarse utilizando nfmeros racionales ylas opera-
ciones bdsicas del dlgebra. Un ejemplo lo constituye
el siguiente polinomio: xt - 4x -2.
Asf, pues, hay ndmeros que son raices de polinomios
con coeficientes en Q -es lo que llamamos acnr-
almente "ofmeros algebraicos"- que no pueden ser
descritos con las operaciones del dlgebra.
El conjunto de nfmeros algebraicos (en este fltimo
sentido) tiene tambidn rrna estfucMa de campo y
contiene al conjunto A de Abel.
Un nfmero que no es algebraico se le llama tras-
cendente.
I-a existencia de los ndrneros trascendentes fue
demostrada por el Matem{tico frarrc6s J. Liouville,
en 1844. Uno de los primeros nrlmeros hascendentes
errcontrados y que pertenece al conjunto que hoy
llamamos de ndmeros de Liouville es

Mas tarde, en 1873, Charles Hermite (otro
Matemdtico franc6s) demostr6, utilizando fracciones
continuas, que e es un ndmero trascendente. En 1974,
Georges Cantor demostr6 que la..mayor(a" de los
nfmeros reales son trascendentes. Ademtts, hay
mucho mds numeros Eascendentes que algebraicos
( y que algebraicos en el sentido de Abel). De hecho
el conjunto de nfmeros algebraicos en el sentido de
Abel se relativamente "pequefio".
Prrtlemos concluir, pues, diciendo que los nfmeros
erpresables con las operaciones algebraicas son
"t)ocos".* No obstanter ! etr beneficio de nuestra
tranquilidad, sen 20 s( lo es.,.
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* Es m6s, la cardinalidad del conjunto dc ndmeros algcbraicor
es contable, mientns quc la dcl conjunto de nfmcros trarcendcn_
tcs no lo ca.
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