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Organizacion
logica de
enunciados en una

emostracion

1. Introduccion

Demostrar es, en un sentido muy gene-
ral, un acto realizado por una persona —el
locutor— y dirigido a otra persona —el
auditor—, con el fin explicito que esta dl-
tima reconozca o acepte un hecho espe-
cifico; en el lenguaje natural, dicho acto
aparece como una sucesién de enuncia-
dos E1, E2, ... , En, que conducen al
auditor a la aceptacién del hecho en
cuestion.

El acto de demostrar culmina con la
aceptacién por parte del auditor del he-
cho presentado por el locutor. Este es un
elemento fundamental que va a diferenciar
la demostracién de la argumentacion: en
efecto, en esta tltima, el locutor puede li-
mitarse a dar elementos de juicio al audi-
tor para que este ultimo obtenga, por su
propia cuenta, la conclusién. Los elemen-
tos lingiiisticos que pueden ser explotados
a ese efecto pueden ser variados (insinua-
ciones, recurso a situaciones irénicas,
etc.). Ademas, en la argumentacion, la
conclusién no tiene que ser explicita, co-
sa que no puede suceder en la demos-
tracidn.

Lo anterior es suficiente para conven-
cernos que la escogencia de los enuncia-
dos E1, E2, E3, etc. en una demostracion,
tiene imposiciones muy fuertes, al pro-

ponerse que el auditor no pueda quedar
en posicién de refutarlas. Los criterios que
deciden la escogencia y la organizacién
de los enunciados pueden ser englobados
en dos categorias: una categoria lingtifs-
tica que se apoya en reglas de funciona-
miento del lenguaje natural —reglas en
general implicitas— y una categoria I6gi-
ca, que no se reduce meramente a un cal-
culo de valores de verdad. La escogencia
de la estructura gramatical de cada enun-
ciado, por ejemplo, sucede dentro de la
categoria lingtistica. En la categoria 1o-
gica se encuentran los criterios que rigen
el encadenamiento de los enunciados; co-
mo lo hemos sefialado arriba, tal encade-
namiento debe asegurar la conduccion del
auditor —a través de todo el discurso—
hacia la conclusion.

Conviene notar que las categorias lin-
giifstica y légica no operan de manera in-
dependiente, como podria parecer en un
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principio; basta recordar la manera de
proceder de los sofistas. *

Para que la demostracién se lleve a ca-
bo, los enunciados del discurso deben ser
comprensibles para el auditor, ademéas de
irrefutables Idgicamente. Esto pone en evi-
dencia, por un lado, que en el acto de de-
mostracién entra en juego un referencial
semdntico que debe ser comiin al locutor
y al auditor; por otro lado, el encadena-
miento del discurso E1, E2, . .. estd con-
dicionado —en una buena parte— por la
1égica del auditor: para el éxito de la de-
mostracién, la légica del auditor y la del
locutor deben ser compatibles.**

Un elemento fundamental que diferen-
cia el acto de demostrar en el lenguaje na-
tural del que ocurre en las ciencias deduc-
tivas, y en particular en Matemdtica, es
que en éstas las reglas légicas que rigen
el encadenamiento de los enunciados (es
decir las reglas de inferencia) pueden lle-
gar a ser explicitadas, mientras que en el
lenguaje natural esas reglas permanecen,

en general, implicitas. De hecho la ense- -

fianza de la Matemética Moderna estuvo
centrada en una pedagogia en la que pre-
dominaba la explicitacién de las reglas
que permitian el encadenamiento de una
expresion a otra, reglas que reposaban —
por lo menos en teoria— en el reconoci-
miento de las estructuras de base y de sus
propiedades. Asi, por ejemplo, en el pa-
so de la expresiénx + a = b a la expre-
sionx = b —a" se justificaba por la re-
gla del inverso aditivo”. Los resultados
escolares muestran, no obstante, que, des-
de un punto de vista cognoscitivo, el re-
conocimiento de las reglas susceptibles de
“armar” un discurso matematico no es su-
ficiente para colocar al individuo en con-
diciones de elaborar una demostracién.

* A ese respecto, Degandt [D1] dice: el sofista “hace acep-
tar tesis aparentemente sin relacién con la proposicién en jue-
go, fragmenta sus aserciones, toma largos caminos y es sélo
en el tltimo momento que retoma todos los hilos. Muestra en-
tonces al adversario que éste ha admitido la conclusion sin darse
cuenta, porque ha admitido sucesivamente todas las premisas”.

“* La matemédtica exhibe numerosos ejemplos de discur-
sos que pueden ser aceptados como demostraciones por un in-
dividuo y no por otro; este serfa el caso de un matematico "cla-
sico” y uno-intuicionista, frente a un texto que incluya el
principio aristotélico del tercio excluido.

II. Sobre las leyes légicas

La préctica de la demostracién en Ma-
tematica, vista como util de prueba, pone
en evidencia algunas leyes (implicitas) de
su funcionamiento, y, en general, el pro-
fesor espera que, por imitacién, a su vez
el alumno las ponga en préctica.

Dentro de esas leyes vamos a mencio-
nar tres:

LEY DE LINEALIDAD:

Una de las caracteristicas mas impor-
tantes de la demostracién, tal como apa-
rece en los manuales escolares y univer-
sitarios, es su corte sintético: los enun-
ciados se siguen en el orden en que se ne-
cesitan para producir otros que le sigan
légicamente (esta linealidad no impide, sin
embargo, la aparicién de ramas, como
ocurre en las demostraciones por disyun-
cién de casos).

LEY DE MINIMALIDAD:

Esta ley excluye la insercién, dentro de
un texto demostrativo, de enunciados su-
perfluos o redundantes. Asf, por ejemplo,
no serd utilizado un enunciado, aun si 18-
gicamente se deduce de los anteriores, si
no estd en la cadena de enunciados que
conducen al auditor inevitablemente a la

" conclusién.

LEY DE ECONOMIA:

Esta ley permite al locutor omitir uno
o varios enunciados si éste estima que di-
cho enunciado o enunciados pueden ser
reencontrados por el auditor. Un caso ex-
tremo es la leyenda “evidente” que sigue
a veces en algunos manuales al anuncio
de la demostracién de un teorema.

I11. Heuristica contra demostracion:
La ley de linealidad

La ley de linealidad ha sido, histérica-
mente, una de las caracteristicas mds im-
portantes de la demostracién. Este rasgo
aparece ya en Platén, como lo muestra el
siguiente extracto de “La Republica”: “Los
gedmetras y los aritméticos suponen dos
suertes de numeros, uno par y otro impar,
figuras, tres especies de dngulos v as su-
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cesivamente, segun la demostracion que
buscan; consideran luego esas suposicio-
nes como tantos otros principios ciertos y
evidentes de que no dan razon ni a si mis-
mos ni a los demds; finalmente parten de
esas hipétesis, y siguiendo una cadena no
interrumpida, descienden de suposicién
en suposicién hasta la que se habian pro-
puesto demostrar”.

Pero el texto anterior va en realidad
més lejos: pone en evidencia que las "su-
posiciones” —es decir los enunciados que
van a figurar en la demostracién— serdn
objeto de una escogencia de los locutores
“segun la demostracién que buscan”; en
otras palabras, el acto de demostracién es-
t4 sujeto a un acto heuristico en el cual tie-
ne cabida dicha escogencia. Platén estd,
de lleno, en uno de los problemas més im-
portantes con los que la demostracioén va
a tener que arrastrar: es, simplemente, el
de su construccion.

Esta concepcién de demostracién, que
viene a reemplazar a la demostracién por
“isualizacién” (ver [S2], [D2]), tiene so-
bre esta ultima la ventaja de no estar pro-
pensa a la debilidad de nuestros sentidos
y de poder obtener resultados que no pue-
den lograrse sobre la simple percepcién
de los objetos (como la irracionalidad de
la raiz de 2). En adelante es el intelecto
el que tiene la palabra en cuestion de es-
tablecimiento de verdades. Se procederd,
entonces, sequn los principios o puntos de
partida “sin los cuales —dice Aristoteles
en su Metafisica— seria preciso llegar al
infinito de tal manera que [ . . . ] no habria
demostracion”.

La legitimidad de un procedimiento de-
ductivo requerird, como punto de parti-
da, que dicho procedimiento tenga una
forma lineal o sintética que arranque de
los principios. Asi, sabemos bien que Ar-
guimedes concebia su método mecénico
como método de invencién y no como mé-
todo de demostracién: para sus demostra-
ciones disponia del procedimiento de ex-
haucién que se enmarca perfectamente en
la forma sintética de proceder, no asi el
método mecdnico, cuya ultima etapa no es
ninguno de los principios ni deducible de
éstos, Pappus, al final de s. 11 d.C., dis-
tingue entre analisis y sintesis. El andlisis

es tomado como un proceso heuristico el
cual puede permitir obtener proposicio-
nes “candidatas”, partiendo de lo que se
busca y obteniendo consecuencias suce-
sivas “como si ellas también fueran verda-
deras y establecidas en virtud de nuestras
hipdtesis, hasta obtener algo admitido
[...]. La prueba correspondera al del ana-
lisis en orden inverso” [H1]. Proclo, en el
siglo V d.C., describe en términos seme-
jantes a los de Pappus, €l analisis y la sin-
tesis, dotando también al andlisis de ca-
rdcter heuristico. “Quelle che confermano
i principii sono chiamante “analisi” e ad
esse corrispondono le “sintesi” —perché
partendo da quei principii, si puo proce-
dere ordinatamente all oggetto della ricer-
ca, e questo e la sintesi” [P2] (El subraya-
do es nuestro).

IV. Organizacion légica de los
enunciados en una demostracion

Hemos visto, en el parrafo anterior, pri-
mero, como el cardcter lineal de la demos-
tracién lleva consigo el problema de en-
contrar las proposiciones sobre las cuales
reposara dicha demostracién y, sequndo,
que el proceso lineal deductivo debe
arrancar de principios conocidos tomados
por ciertos. El pasaje de Aristételes cita-
do anteriormente es particularmente elo-
cuente en este sequndo aspecto.

Vamos a presentar ahora los resultados
de un estudio que se propone explorar co-
mo se presenta en alumnos el problema de
la linealidad de una demostracién y el de
la busqueda de los principios sobre los que
una demostracién debiera arrancar.

IV.1 OBJETIVOS:

Nuestro trabajo intenta dar respuesta a las

siguientes preguntas:

1) ¢La organizacién de un texto de de-
mostracion tiene siempre un cardcter
lineal? ¢ Es éste global? Es claro que di-
chas organizaciones terminan con lo
que se desea demostrar?

2) ¢Existen dificultades en la identifica-
cién de principios (hipétesis), en la or-
ganizacién deductiva de una demos-
tracion?

3) ¢Aparecen procesos de andlisis (en el
sentido de Pappus y Proclo menciona-
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do anteriormente) cémo propuesta de
organizacion deductiva vélida?

IV.2 EL INSTRUMENTO:

Para tratar de responder a esas pregun-
tas, diseiamos una prueba papel-crayon,
en la que se presentaron los enunciados
de dos teoremas. Abajo aparecian, en de-
sorden, las partes de las demostraciones
respectivas (cada parte o unidad de orga-
nizacién era una proposicién) y se pedia
al sujeto que ordenara esas partes (en ane-
X0 se encuentra una parte del instrumen-
to) con el objeto de reconstruir la demos-
tracion.

La prueba se pasé en el primer semes-
tre de 1989 y el tiempo que los alumnos
se llevaron en responder se situd entre 25
y 35 minutos.

IV.3 MUESTRA:

Nuestra muestra, constituida de 70 su-
jetos, fue tomada de la poblacién forma-
da por los estudiantes que habfan conclui-
do el primer semestre de la Facultad de
Ingenieria de la Universidad de San Car-
los de Guatemala, del afio académico
1989. Esta poblacién fue, al inicio del se-
mestre, de aproximadamente 1000 indi-
viduos.

Debemos advertir que los estudiantes
del sistema educativo guatemalteco reci-
ben, en todos los niveles, aunque quizd un
poco menos en el nivel universitario, una
educacién matemética centrada en el as-
pecto instrumental, quedando relegado a
un segundo plano el aspecto deductivo.
De hecho, este estudio encuentra su justi-
ficacion en esta problemdtica y quiere ser
un aporte, a nivel de lo que podriamos lla-
mar “investigacién bdsica pedagdgica”,
en la busqueda de métodos didacticos que
permitan al individuo, por lo menos en al-
guna medida, la construccién de un pen-
samiento deductivo.

IV.4 RESULTADOS
IV.4.1. Andlisis de la primera demos-
tracion:

De los 70 alumnos, tnicamente 10 pre-
sentan una organizacién deductiva correc-

ta. De los 60 alumnos restantes, 17 empie-
zan colocando correctamente las dos
primeras proposiciones (hipétesis y Teo-
rema de Pitdgoras), sin poder continuar en
la organizacién deductiva. Ademds, los
resultados muestran que un individuo que
logra colocar las tres primeras proposicio-
nes de la deduccidn, es capaz de llevar la
deduccién hasta el final: de esa forma, el
hecho de distinguir el lugar que ocupa la
proposicién que llamaremos auxiliar
(b%? + ¢? = b?) en el texto de demostra-
cién —se trata de una proposicién que no
tiene que ver directamente con la hipéte-
sis y el Teorema de Pitagoras, sino que
pertenece a la Aritmética Elemental—, ca-
racteriza a los individuos que logran pro-
ducir una organizacién deductiva total.

Ahora bien, los 17 alumnos menciona-
dos anteriormente, aun si no pueden con-
tinuar con la organizacién deductiva, ca-
si todos presentan cadenas deductivas
parciales, lo que nos lleva a afirmar que
la organizacién deductiva:

F1: hipotesis

F2: Teorema de Pitagoras
F3: Proposicién auxiliar
F4:a > b

etc.

es dificil por el hecho de requerir la coor-
dinacién de dos premisas (F2 y F3) con
una conclusion (F4).

Veamos estos ejemplos:

Edwin: —Sean a la longitud de la hipo-
tenusa y b y ¢ la longitud de los lados.

— Por el teorema de Pitdgoras tenemos
que
a’=b? + ¢?
— Es decira > b
— Es decira > ¢
— Por tanto a2 > b? *
— Por tanto a2 > ¢?
— Pero b? + ¢2? > b2
— Igualmente b? + ¢? > ¢2

* organizacién parcial deductiva

Erick: “Sean a la longitud de la hipotenu-
sa vy b y ¢ las longitudes de los lados.
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Por el Teorema de Pitdgoras tenemos que:

a’? = b* + ¢?

Por tanto a2 > b2 ' *
Es decira > b

Por tanto a*? > ¢?

Es decira > ¢

Pero b? + ¢? > b?
Igualmente b? + ¢? > ¢?

* organizacién deductiva parcial

Enunciados que estan de mds. . .

La imposibilidad de organizar todos los
enunciados en el texto demostrativo con-
duce a 22 alumnos (31%) a relegar al fi-
nal del texto los enunciados que parecen
estar de mds. Ejemplos de esta situacién
se encuentran en los dos citados anterior-
mente (Edwin, Erick).

Organizaciones locales y
organizaciones no lineales:

Hemos dicho que 10 alumnos constru-
yen una demostracién completa. De los 60
alumnos restantes, 39 (56% de toda la
muestra) presentan organizaciones loca-
les deductivas. Para responder a la prime-
ra pregunta del IV.1.1.) he aqui un ejem-
plo de uno de los 21 alumnos (30% de toda
la muestra) cuyo texto de demostracion no
presenta ningun cardcter deductivo y que
pone en evidencia la existencia (bastante
elevada: 30%) de textos con intencién de-
mostrativa (segutn el individuo), sin cardc-
ter lineal.

Anabella:

"— Por el Teorema de Pitdgoras tenemos
que a® = b? + ¢2

— sean a la longitud de la hipotenusa, b
y ¢ las longitudes de los lados.

— Es decira > ¢

— Esdecira > b

— Pero b? + ¢ b?

— Por tanto a? > b?

— Por tanto a? > ¢?

Sobre la hipotesis

Exactamente el 50% de la muestra ini-
cia la organizacién deductiva enuncian-

do la hipétesis (Sea a la longitud de la hi-
potenusa, etc.). Podemos decir, entonces,
que sélo la mitad reconoce el principio de
la organizacién global (ver IV.1.2.)

Conviene ahora estudiar la relacién
gue puede haber entre presentar organi-
zaciones locales y empezar planteando la
hipdtesis. El siguiente cuadro, que abar-
ca los 60 alumnos gue no presentaron una
demostracién completa, aclara algunas
cosas:

Plantea la hipotesis

St No
Efectia
organizaciones Si 18 21 39
locales No 7 14 21
25 35 60

Como se ve, la proporcién de indivi-
duos que efectiian una organizacién local
sin plantear la hipdtesis inicial es mayor
que la proporcién de los que plantean la
hipdtesis sin presentar organizaciones lo-
cales. Podemos conjeturar, a la luz de es-
tos resultados —y esto podria ser contfir-
mado por un estudio de corte “horizontal”,
es decir que incluya a la variable “tiem-
po”'—, que, en el plano cognoscitivo, la
organizacién local es una actividad que
precede, en la mayoria de los alumnos, al
reconocimiento del papel que desempe-
fia la hipdtesis inicial.

IV.2.2. Andlisis de la Segunda Demos-
tracion

El sequndo teorema se propuso con el
fin de investigar la eventual aparicién de
organizaciones deductivas de tipo anali-
tico como substitutas de las organizacio-
nes deductivas de tipo sintético. De esa
cuenta no tenemos deducciones de la for-
ma (A y B) == C", que son mds difici-
les de remontar en sentido inverso y que
podrian hacer aparecer dificultades no
pertinentes para nuestro estudio. Asi pues,
en este teorema, las deducciones son de
tipo "A =>B"".

Los resultados son los siguientes:

a) Solo hay una demostracién correcta.
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b) el porcentaje de personas que empie-
zan enunciando la hipdtesis (es decir:
“Sea n tal que n 3") es del 66%, que
es mayor que lo obtenido en la demos-
tracién anterior (50%). La diferencia
puede comprenderse por el hecho que
en la sequnda demostracion, todas las
proposiciones se expresan en lengua-
je simbdlico, excepto una, que inclu-

ye lenguaje natural: es ésta la que se’

toma entonces por hipétesis. De esta
cuenta, este 66% relativamente eleva-
do, debe tomarse con alguna precau-
cién: no refleja, necesariamente, com-
prensién de una organizacién global
del texto de demostracién.

¢) Sélo 6 alumnos terminan la demostra-
cién con la conclusién buscada
(2— Xn > 2/5) Ver IV.1.1., tercera
pregunta). b

d) 27 alumnos parten de la conclusion.

e) 16 alumnos presentan una organizacion
global analitica, respondiendo asi a la
pregunta 3) del parrafo IV.1.

EJEMPLO:
Angel:

Seantalquen = 3

2-Xn > -2

5
=|2-1+L)52
n 5

:# n>i

1) Los resultados muestran que sélo 41

alumnos llegan a efectuar organizacio-
nes parciales (ver el primer ejemplo
abajo), quedando 13 (19%) si lograr
encadenar logicamente las proposicio-
nes dadas (ver el segundo ejemplo
abajo).

EJEMPLO:
Marco Antonio:
paran tal quen = 3
5
>_
il
5 1
_>_
3 n
2~(1+L >—2—
n 5
1_i>2_
n 5
2-—Xn>£
5
g-[L ¢4 s L
n 5
o1, 2
n 5
_2,1
5 n

Sean talquen = 3

n>—5-

4

ur|w
N
= ||.—-
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Se observa muy bien, en la columna de
“trabajo en sucio” el experimento heuris-
tico que conduce a la construccién de dos
cadenas deductivas parciales, la sequnda
empezando precisamente con la hipétesis,
con lo que ésta queda en el interior de la
demostracion. Este ejemplo viene a apo-
yar la conjetura enunciada anteriormen-
te, es decir que la aparicién de organiza-
ciones locales precede, en el plano
cognoscitivo, al reconocimiento del papel
que desempenia la hipétesis inicial.

Ejemplo de produccién sin encadena-
miento légico. Jorge:

TEOREMA N°. 2

Trabajo en Sucio

Trabajo Definitivo

1V.4.3. Conclusiones

El esclarecimiento de las dificultades en
la formacién de un pensamiento deducti-
vo en el individuo es particularmente im-
portante para la ensefianza de la Mate-
matica.

El pensamiento deductivo estd llama-
do a organizar, a partir de principios, co-

mo lo vimos en la primera parte de este
trabajo, un discurso sintético, irrefutable,
con el fin de convencer.

La organizacién del discurso deductivo
exige el discernimiento de las proposi-
ciones pertinentes y su encadenamiento;
aqui intervienen procesos cognoscitivos de
diferente orden (procesos analégicos, tra-
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tamientos de imagenes, procesos asocia-
tivos, etc.) que no pueden reducirse a un
ambito meramente 1égico.

Sin embargo, el trabajo que hemos pre-
sentado aqui, muestra, en particular, que
no es suficiente tener expuesto a los ojos
la lista de proposiciones elementales que
componen un discurso deductivo con vis-
tas a establecer la veracidad de un hecho
para que los individuos puedan organizar-
lo en forma adecuada.

Hemos puesto en evidencia la existen-
cia de explicaciones sin organizacién de-
ductiva y organizaciones deductivas ana-
liticas (en el sentido de Proclo) que tienen,
para el individuo un rango de demostra-
cién. Este trabajo ha permitido observar
igualmente la existencia de organizacio-
nes deductivas locales o parciales, y he-
mos enunciado la conjetura que estas or-
ganizaciones preceden, en la construccion
de los discursos de demostracién del in-
dividuo, al reconocimiento (de tipo 16gi-
co y no linguistico, como sucedid en la se-
gunda demostracién aqui presentada) del
papel que desempetia la hipétesis inicial;
este reconocimiento seria el inicio de una
actividad organizadora deductiva global.

Pareceria entonces, desde el punto de
vista de la educacién matematica del in-
dividuo, que es necesario una ejercitacion
de tipo predominantemente légico que
permita al individuo elaborar eficazmen-
te sus organizaciones deductivas. En los
trabajos sobre heuristica de corte clasico
(ct. [P1], pag. 43 por ejemplo, o [S1]), las
funciones 1égicas se encuentran desde el
inicio mezcladas con las otras (v.g. las
analdgicas). No se trata aqui de afirmar
que esas funciones operan separadamen-
te en un plano cognoscitivo durante un
proceso de organizacién deductiva: suce-
de, simplemente, que si el individuc no ha
alcanzado un nivel 1égico minimo, este tra-
bajo acaba de probarlo, no es de esperarse
mayor éxito en materia de demostracién.
Es més, sélo en la medida en que el nivel
légico alcanza cierta profundidad es ca-
paz de entrar en relacién con las otras fun-
ciones cognoscitivas presentes.

Este estudio ha intentado observar en
accion la funcién légica. Es posible que
las otras funciones cognoscitivas que in-

tervienen en los procesos de organizacién
deductiva reqguieran, dentro de un progra-
ma didéctico, atenciones especificas. La
implementacién de ese programa didéc-
tico nos exige un mejor conocimiento de
esas funciones. Y ese es un problema que
nos gueda por resolver.
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Teorema: 1
En todo tridngulo rectdngulo, la longitud

de la hipotenusa es mayor que cada uno
de los lados.

Pero b2 + ¢2 > b2

Por tanto a2 > b2

Por tanto a2 > ¢2

Por el teorema de Pitdgoras tenemos
que a? = b% + ¢2

Es decira > b
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Igualmente b? + ¢? > ¢? Sean tal quen = 3
Sean a la longitud de la hipotenusa =L 2
y by c las longitudes de los lados. n 5
Es decira > b
ecir a o Xn > 2
5
Teorema: 2
1 = _2__ > L
Sea n un numero natural distinto de cero, 5] n

sea Xn = 1 + 1/n. Entonces

Vn=3 2-Xn>=

3 1
__.>__
5 n

Para este teorema, se le ruega presen-
tar su trabajo definitivo en la forma si-
guiente.

=

=

etcétera.
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y continuo para difundir ampliamente reflexiones, sugerencias didacticas,
ensayos y reportes de investigacién en torno a los aspectos de
]la Educacién Matematica, propiciando su conocimiento, discusién y estudio
para contribuir asi, en forma significativa, al mejoramiento de la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas en los diferentes niveles educativos,
tanto de nuestro pais como del resto de Latinoamérica.
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