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Abstract

In this article we investigate the manner in which GradelO (15-16-year-old)
students and their teacher make sense of the (0, 0) point of a distance-time
Cartesian graph in the context of the simultaneous movement of objects. The
investigation of the sense-making processes is carried out through the theory of
objectification. Within this theory, learning is conceptualized as the process in
the course of which the students make sense of, and become critical acquainted
with, cultural-historical forms of mathematical thinking. Methodologically, to
investigate the sense-making processes that underpin learning, we pay attention
to the different semiotic means that students and teachers mobilize (speech,
gestures, symbols, artifacts, etc.). The results show some of the difficulties that
the students have in order to notice the relational sense that underpins the
mathematical meaning of point (0, 0). Behind an apparent simple sign lies,
indeed, a condensed epistemology that the students start noticing after an
arduous sensuous and conceptual work with the teacher. The article shows how
a phenomenological meaning of (0, 0) is progressively transformed into a
relational meaning characterized by a constant refinement of the sense of
mathematical signs during the interaction between students, the teacher and the
problem to solve.
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Resumen

En este articulo se analiza la evolucién de las formas de significar, en
estudiantes de grado 10, el origen de coordenadas de una grafica d vs. t que
informa sobre el movimiento simultaneo de dos objetos. Esta evolucion es
analizada a través de la teoria de la objetivacion, la cual describe el saber como
una forma codificada de accion y reflexién, y el aprendizaje como una
transformacion del sujeto que resulta de la toma de conciencia de la logica
historico-cultural que subyace al saber. Desde el punto de vista metodoldgico,
el aprendizaje se investiga como serie de procesos de objetivacion; es decir,
procesos sociales de toma de conciencia critica en los que intervienen
diferentes medios semioticos puestos en juego por los estudiantes (lenguaje,
gestos, simbolos, artefactos, etc.). Los resultados indican la densidad
epistemologica del concepto de origen cartesiano, asi como las dificultades que
implica la toma de conciencia sobre la importancia del punto (0,0) en la
descripcion del movimiento. Dicha toma de conciencia se caracteriza por un
constante refinamiento de dotacion de significados durante la interaccion
sucedida entre los estudiantes, el profesor y el problema a resolver.

Palabras Clave: Origen matematico, origen fenomenologico, objetivacion,
movimiento de objetos, medios semidticos de objetivacion, graficos
cartesianos
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as graficas cartesianas que representan el movimiento lineal de
objetos con velocidad constante son generalmente usadas por
los profesores de matematicas cuando ensefian las
representaciones graficas de funciones de la forma f(x)=mx+b. Es
comun que el andlisis de este tipo de graficas consista en pedir a los
estudiantes que, dado un tiempo especifico, determinen la distancia
recorrida por el objeto. Sin embargo, no es frecuente que los profesores
centren su atencion en la importancia que tiene el punto (0,0) en la
determinacion de las distancias recorridas: una pequeiia modificacion de
este punto alterara la lectura del valor de la distancia e, incluso, la forma
de la propia grafica. Existen evidencias de las dificultades que tienen los
estudiantes en asociar el origen de coordenadas con el lugar fisico desde
el cual se describe el movimiento (Nemirovsky, 1994; Nemirovsky,
Tierney & Wright, 1998; Sherin, 2000; Radford, Demers, Guzman &
Cerulli, 2003; 2004) y del modo como estas dificultades son superadas
(Miranda, Radford & Guzman, 2007; Radford, 2009a, 2009b, 2009c).
Este articulo indaga cémo sucede el proceso de toma de conciencia de
la interpretacion de gréaficas cartesianas que informan sobre el
movimiento de objetos . La teoria utilizada para el analisis de los datos
es la de objetivacion (Radford, 2006).

Aproximacion Socio-Cultural: Teoria de la Objetivacion

En la teoria de la objetivacion se propone una manera de teorizar los
procesos de aprendizaje de los conceptos matematicos (Radford, 2006);
se basa en las investigaciones de tipo socio-cultural desarrolladas por
Vygotsky y colaboradores (Leontiev, 1993; Vygotsky, 1978; Vygotsky &
Luria, 1994). En concordancia con estas investigaciones, en la teoria de
la objetivacion se toma en cuenta, por un lado, la caracteristica historica
del conocimiento matematico (vehiculado por la escuela) y, por el otro,
la manera en que ese conocimiento es retomado por el alumno en
procesos sociales de produccion de significados (Miranda, Radford &
Guzman, 2007).

Entre los fundamentos de la teoria de la objetivacion se encuentran dos
principios: uno ontoldgico y otro epistemologico (Radford, 2006).
Respecto al primero, la teoria establece que, filogenéticamente
hablando, los objetos matematicos no son independientes de la actividad
realizada por los seres humanos; ni son simplemente el resultado del
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descubrimiento llevado a cabo por cientificos interesados en conocer
una realidad externa a ellos (Miranda, Radford & Guzman, 2007). Por el
contrario, en la teoria de la objetivacion, los objetos matematicos son
generados por los individuos en el transcurso de su desarrollo historico-
cultural; en especifico, estos objetos no son entidades substanciales. Los
objetos son entendidos como formas culturalmente codificadas de
movimiento. De manera mas precisa, los objetos del saber “son patrones
fijos de actividad reflexiva... incrustados en el mundo en cambio
constante de la practica social mediatizada por los artefactos” (Radford,
2006, p. 111). Aplicando esta definicion a las graficas cartesianas en las
que se representa el movimiento lineal de objetos, se puede decir que
éstas son signos de una actividad de reflexion sobre el movimiento,
reflexion que ha quedado incrustada en la cultura occidental desde la
primera mitad del siglo XIV. Considerar a la grafica cartesiana como
signo o como objeto de mediacidon semidtica de cierta forma historico-
cultural de pensar el movimiento implica una reorganizacion en la
manera de concebir el aprendizaje de dicha grafica. Con el fundamento
epistemologico de la teoria de la objetivacion se describe, precisamente,
el lineamiento general de esa reorganizacion por medio de la concepcion
sociocultural del aprendizaje (Radford, 2009¢).

En el fundamento epistemoldgico se caracteriza la manera en que los
estudiantes conocen los objetos matematicos (Radford, 2006). Este
conocimiento no es la consecuencia de las acciones adaptativas de un
estudiante en el momento de resolver un problema, pues éstas son
situadas dentro de las condiciones particulares de cada cultura y de cada
forma de comprender el mundo (Miranda, Radford & Guzman, 2007).
El medio no es simplemente proveedor de estimulos a los que hay que
adaptarse; el medio es portador de una serie de significaciones
culturales que afectan la manera en que pensamos.

Las caracteristicas de los fundamentos ontologico y epistemoldgico
adoptados por la teoria sirven de base para concebir el aprendizaje de
los objetos matematicos como la “adquisicion comunitaria (es decir,
adquisicion social y societal) de formas de reflexion del mundo guiadas
por modos epistémico-culturales historicamente formados” (Radford,
2006, p. 105). Este aprendizaje no es una mera imposicion o transmision
de contenidos conceptuales, sino un esfuerzo por “dotar de sentido a los
objetos conceptuales que encuentra el alumno en su cultura” (Radford,
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2006, p. 113). Estos contenidos conceptuales es lo que Hegel llama el
saber “en-si-mismo” (“in-itself” knowledge). Ahora bien, esta dotacion
de sentido que subyace al aprendizaje no sucede de manera inmediata.
En concordancia con las corrientes socioculturales, en la teoria de la
objetivacion el aprendizaje de las matematicas es un proceso social en el
que los significados son elaborados activamente por el estudiante. Dicho
proceso es denominado: objetivacion. A través de la objetivacion, el
saber “en-si-mismo” es transformado en saber para la conciencia (“for-
itself” knowledge) que sucede a medida que nos “topamos” y
“reconocemos” el saber “en-si-mismo.” En otras palabras, “la
objetivacion es (...) ese proceso social de toma de conciencia progresiva
(...) de algo frente a nosotros, una figura, una forma, algo cuya
generalidad notamos gradualmente, al mismo tiempo que la dotamos de
sentido” (Radford, 2006, p. 116).

Desde el punto de vista de la teoria de la objetivacion, el aprendizaje se
tematiza como una forma compleja de actividad, caracterizado por dos
fuentes de produccion de significados: el uso de artefactos y la
interaccion social (Radford, 2006). En cuanto a la interacciéon social,
ésta no debe entenderse como el resultado de la presencia de dos o més
estudiantes dispuestos a negociar el significado de simbolos
matematicos. En esta teoria, los objetos matematicos no se negocian,
pues esto equivaldria a desconocer el papel de la cultura en el
aprendizaje: “la interaccion [social] es consustancial del aprendizaje”
(Radford, 2006, p. 114); es decir, el aprendizaje es imposible de
concebir si no existe la presencia de un individuo distinto de aquél que
desea aprender. De manera especifica, la relacion sujeto-objeto no es
entendida de forma lineal; sino que estd mediada por la presencia de
otro sujeto (Miranda, Radford & Guzman, 2007). Sin embargo, la
interaccion social no es la Unica fuente que media esta relacion; el uso
de artefactos media, también, el aprendizaje:

Una de las fuentes de adquisicion del saber resulta de nuestro
contacto con el mundo material, el mundo de artefactos culturales
de nuestro entorno... y en el que se encuentra depositada la
sabiduria histérica de la actividad cognitiva de las generaciones
pasadas. (Radford, 2006, p. 113)

Es por ello que tanto el uso de artefactos como la interaccion social
deben ser tratados como fuentes inseparables de produccion de
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significados (Miranda, Radford & Guzman, 2007). En otras palabras,
con la finalidad de alcanzar sus metas, los individuos necesitan usar
artefactos y signos (escritos, verbales o gestuales) de forma deliberada
que les permitan organizar sus acciones en un tiempo y un espacio
determinados. Todo lo utilizado por individuos que se encuentren en un
proceso de objetivacion es en una produccion de significado, para lograr
“una forma estable de conciencia, para hacer presente sus intenciones y
organizar sus acciones para adquirir las metas de sus acciones”
(Radford, 2003, p. 41), es lo que se llama en la teoria medios semioticos
de objetivacion.

La caracteristica social y cultural de los medios semioticos de
objetivacion radica en el hecho de que contienen patrones historicos de
actividad cognitiva. La utilizacion de reglas para medir es un ejemplo de
objeto cultural que lleva en si misma actividades historicas de medicion
(Radford, 2002, 2003). Esta, la regla de medir, incluye abstracciones
culturales como la “unidad de medida”, la estructura aditiva-
multiplicativa que permite referir una longitud al nimero de veces que
la unidad “cabe” en la longitud que se mide, etc. Asi, el acceso a los
objetos matematicos se da por medio de diversos medios semioticos de
objetivacion que los estudiantes utilizan en una actividad determinada y
a través de los cuales ocurre la dotacion de significados. Esta ultima es
una confluencia de significados histdricos incrustados en los medios de
significacion y significados situacionales con los que el alumno
contribuye desde su propia perspectiva. Es esa la naturaleza societal de
la objetivacion.

En sintesis, en la teoria de la objetivacion, el aprendizaje de las
matematicas es un “proceso constante de objetivacion” (Miranda,
Radford y Guzman, 2007). Atin mas, la objetivacion también hace que
las formas de pensamiento matematico de los estudiantes se modifiquen;
es decir, se objetiva no sélo el objeto matematico, sino también la forma
de pensarlo.

En la siguiente seccion, se describen los problemas que sirvieron para
observar precisamente esas constantes modificaciones de los estudiantes
en cuanto a la interpretacion del origen de coordenadas, en una grafica
cartesiana d vs. ¢, como el lugar desde el cual el movimiento simultaneo
de dos objetos tiene sentido.
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Metodologia

Esta investigacion formé parte de un programa longitudinal de
investigacion de cuatro afos. Los datos fueron recolectados durante
cuatro clases ordinarias de matematicas, en una escuela de habla
francesa, en Ontario, Canada. Los estudiantes (15 afios) estaban
familiarizados con el uso de calculadoras que grafican datos y las
aplicaciones que éstas permiten con aparatos electronicos, como el
Calculator Based RangerTM (CBR;,,). Cada clase fue organizada en
equipos de 3 estudiantes. Durante todas ellas, el profesor visitd cada uno
de los equipos para motivar una confrontacion de ideas entre los propios
integrantes. Al inicio de la primera clase, el profesor repartié6 a los
estudiantes cuatro problemas, los cuales consistian en interpretar
graficas de objetos que se movian linealmente. En la segunda clase,
después de que los estudiantes terminaron de resolver los cuatro
problemas previos, el profesor les entregd el problema Los detectives
(descrito mas adelante). La estructura de estos cinco problemas, estuvo
motivada por las investigaciones de Radford, Demers, Guzman &
Cerulli (2003, 2004), quienes documentan las confusiones de los
estudiantes cuando estos pretenden asociar el origen desde el cual se
describe el movimiento con la coordenada (0,0) de una grafica d vs. ¢. El
contenido de los problemas estuvo en correspondencia con el programa
de matematicas que cursaban los estudiantes. Este establece que ellos
deben adquirir conocimientos sobre el significado de la pendiente de
una recta (por ejemplo, en el contexto del movimiento de objetos), asi
como de la formula v=d/t.

Problema Los Detectives

El problema cuyas respuestas son analizadas en este trabajo se describe
a continuacion:
Durante algunos dias, los detectives Andrés y Tania siguieron a dos
sospechosos, Pedro y Martha. Los detectives sabian que Martha
proporcionaria informaciéon secreta a Pedro en un sobre. Un dia,
una neblina densa cayo sobre el pueblo. Los sospechosos tomaron
ventaja de este hecho para llevar a cabo la entrega del sobre. Ellos
se encontraban separados a 7 metros de distancia. Los detectives,
mientras tanto, decidieron no moverse para evitar ser Vvistos.
Andrés se coloco a 3 metros de distancia detras de Pedro y apunt6
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un CBR en direccidon de éste; Tania se situd a 2 metros detras de
Martha y apuntd un CBR en direccion de ésta. Pedro y Martha
comenzaron a caminar al mismo tiempo en linea recta como se
indica en la figura de abajo. En el momento en que los sospechosos
comenzaron a moverse, nuestros detectives activaron sus CBR.
Ellos querian saber el lugar exacto de la entrega del sobre.

am- { sl =S ) JEL) J

I T 1
Figura 1. Dibujo correspondiente al problema.

A este problema se le afladieron 7 preguntas. En las primeras cuatro se
les pedia a los estudiantes que escribieran las ecuaciones de movimiento
de Martha y de Pedro, a partir de las graficas producidas por los CBR de
Tania y de Andrés, respectivamente (Figura 2).

pLEESSSESESsS=S i

B R ARERRANRERANRERRRNR.
t(s) dPedro (m) t(s) d Martha (m)
0 3,0 0 2,0
3,0 4,53 4,0 5,6

Figura 2. 1zquierda: La grafica y tabla del movimiento de Pedro, segiin Andrés.
Derecha: La grafica y tabla del movimiento de Martha, segun Tania.

En la pregunta 5, a los estudiantes se les pedia decidir si la grafica de
la Figura 3 representaba o no el lugar donde Pedro le entregé el sobre a
Martha. Esta pregunta fue elaborada con base en el supuesto de que los
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estudiantes tienden a asociar, en una grafica d vs. t, la interseccion de
dos rectas con el encuentro de dos objetos. Una vez que los estudiantes
tomaran esta decision, ellos tenian que identificar el punto de
interseccion en el Dibujo (pregunta 6).

v

L " a . (/0 i
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Figura 3. 1zquierda: La Grafica que los estudiantes debian analizar para decidir
si en ésta se puede encontrar informacion sobre el momento en el que Pedro
entrega el sobre a Martha. Derecha: El Dibujo del problema Los Detectives.

Una vez que los estudiantes se enfrentaran a una aparente
contradiccion®, en la pregunta 7 se les pidio que propusieran una grafica
que describiera, de manera mas adecuada que la mostrada en la pregunta
5, el movimiento de Martha y de Pedro. Para responder esta pregunta,
los estudiantes debieron realizar un proceso de abstraccion,
caracterizado por la colocacién de un solo origen fenomenologico
dentro del Dibujo, de tal forma que tuviera relaciéon con el origen de
coordenadas de la grafica propuesta. En otras palabras, los estudiantes
deberian modificar los origenes fenomenologicos (los dos CBR o, lo
que es lo mismo, Andrés y Tania, los detectives) de manera distinta de
que aparece en el Dibujo con el fin de obtener, en una misma grafica,
informacién que dé cuenta del momento exacto en el que Pedro entregd
el sobre a Martha.

El analisis de los datos corresponde a las respuestas de las preguntas 5,
6 y 7 de un equipo de estudiantes (Clara, Pablo y Beatriz) filmados
durante la tercera clase. El analisis se dividié en dos partes: 1) Antes de
la intervencion del profesor y 2) Después de la intervencion de éste.
Esto nos permitio detallar los momentos en los que se objetiva la forma
de pensar el punto (0,0).
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Notemos, antes de pasar al analisis de datos, que el disefio de las
preguntas y la organizacion de la interaccion de los alumnos constituye
un elemento fundamental en la teoria de la objetivacion. Disefio de
preguntas y organizacion interaccional son las bases de la actividad a
través de la cual la forma cartesiana de pensar las graficas va desvelarse
a la conciencia de los alumnos. Esta forma de pensar no puede, en
efecto, manifestarse si no se actualiza a través de la actividad.

Analisis de los Datos
Parte 1: Antes de la Intervencion del Profesor

Justo después de leer la pregunta 5, Clara, Pablo y Beatriz discutieron
brevemente entre ellos. Todos estuvieron de acuerdo en escribir la
siguiente respuesta: “el momento en que Pedro entrego6 el sobre es 2.3
segundos y el lugar es 4 metros.” Tal y como lo supusimos durante el
analisis epistemolédgico a priori, los estudiantes interpretaron al punto de
interseccion como el lugar donde Pedro se encontraria con Martha. Ellos
no distinguieron la diferencia entre el origen matematico y el papel de
cada uno de los origenes fenomenologicos (los detectives).

Sin embargo, esta falta de distincion fue momentanea. Cuando los
estudiantes respondieron la pregunta 6, ellos dudaron en identificar (en
el Dibujo) el lugar donde los sospechosos se encontrarian. Contrario a lo
que respondieron en la pregunta 5, en la pregunta 6 los estudiantes
discutieron si los sospechosos o los detectives tendrian que ser
considerados como los puntos de referencia a partir de los cuales los
cuatro metros deberian medirse. La discusion comienza cuando Pablo
coloca a Pedro un metro delante de la posicion inicial del propio Pedro
(L1).

Episodio 1
L1. Pablo: Es so6lo un metro desde aqui [usa un boligrafo para
marcar un punto en el Dibujo; Figura 3, derecha]
L2. Clara: ;Pero es 4 metros desde aqui o desde aca? ... Es decir, 4
metros desde aqui [desliza sus dedos comenzando desde el dibujo
de Pedro] ... Porque comienza desde 2 y 3 [sefiala las ordenadas de
las dos rectas de la grafica de la Figura 2] y es 4 [metros] asi que
seria como ... 4 metros desde aca [con sus dedos sefala los dibujos
de Pedro y Martha; ver Figura 3, derecha]
L3. Beatriz: {Si! ;Tienes una regla? [Pregunta a Clara]
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Con su comentario y su gesto, Pablo implicitamente considerd a
Andrés como el punto de referencia del movimiento de Pedro. Se puede
inferir que Pablo sustrajo 3 metros (la distancia entre Andrés y Pedro
mostrada en el Dibujo) de la distancia de 4 metros, propuesta por la
respuesta del equipo, en la pregunta 5. El no tuvo que mencionar esta
operacion matematica. Sin embargo, Pablo parece no haberse sentido
cémodo con la posicion final de Pedro: “es s6lo un metro desde aqui”
expresa una preocupacion de Pablo sobre el lugar en que Pedro estara
después de caminar un metro. En otras palabras, Pablo reconocid
visualmente que su gesto deictico puso a Pedro muy lejos (“s6lo un
metro”) de Martha como para que ¢l (Pedro) tuviera que caminar mas de
4 metros para encontrarse con Martha. Aun cuando la respuesta de
Pablo era la correcta, ésta no convencid a sus compaifieras de equipo. El
gran espacio entre Pedro y Martha, resultado del gesto deictico de
Pablo, hizo que Clara tratara de encontrar otro punto de referencia a
partir del cual los 4 metros debieran ser medidos (L2).

e g A -
B e = i TR O
5

TR —w:‘(:&;;,l-\\\‘\.‘-.\“\)

e
PPN R

Figura 4. 1zquierda: El gesto de Pablo indica que Pedro caminard un metro.
Derecha: El gesto de Clara sefiala los dibujos de Pedro y de Martha.

Las acciones semioticas de Clara (L2) colocaron a Pedro mas cerca de
Martha que las de Pablo (L1). Cuando Clara deslizé su dedo, ella no
solo simuld la caminata de Pedro, sino también la volvid visible. Esta
visibilidad perceptual que adquiere la distancia es un elemento
importante del proceso de objetivacion en curso. De acuerdo con la
teoria de la objetivacion, conforme el dedo se aproxima a Martha, Clara
siente como Pedro se aproxima a Martha. Al hacer este gesto, Clara
sugirié al punto inicial de Pedro como el origen del movimiento del
propio Pedro.



193 Miranda - Radford - Guzmdn - Un Origen Matemdtico

Notese que Clara no consider6 el origen matematico, ni en su discurso
ni en sus gestos, para significar los nimeros 2 y 3 (ordenadas al origen
de las rectas de la grafica de la Figura 2). Teniendo esto en mente, Clara
establecid una conexidon entre estos dos numeros y las posiciones
iniciales de Pedro y de Martha (Figura 3, derecha). El rol que tienen los
detectives en relacion con el movimiento de los sospechosos es
ignorado en los medios semioticos de objetivacion de Clara.
Al final de este episodio, Beatriz le pidio a Clara la regla para medir la
distancia entre Martha y Pedro (L3). Ella coloc6 la marca de 0 cm de la
regla en el Dibujo de Pedro y vio donde estaba la marca de 7 cm de la
regla. Lo que Beatriz hizo fue verificar si el segmento de 7 cm mostrado
en el Dibujo media exactamente 7 cm. Puesto que el Dibujo no fue
hecho a escala, Beatriz se dio cuenta de que esta coincidencia no
ocurria. Aun asi, Beatriz intentd encontrar, en el Dibujo, los 4 metros
(sugeridos en la respuesta de la pregunta 5) por medio de la medicion de
4 centimetros. Esta medicion fue caracterizada por cuatro acciones de
Beatriz: 1) ella movi6 su dedo indice desde el dibujo de Pedro hasta la
marca de 4 cm de la regla (Figura 4, arriba-izquierda); 2) con un gesto
similar, Beatriz movio 4 cm el mismo dedo partiendo desde el dibujo de
Martha (Figura 5, arriba-derecha); 3) ella tomé su boligrafo y puso un
punto en su hoja de trabajo justo en la marca de 4 cm de la regla,
medidos a partir del dibujo de Pedro (Figura 5, abajo-izquierda); 4)
Beatriz colocd la marca de 4 cm de la regla en el dibujo de Martha y
puso un punto en su hoja de trabajo justo en la marca de 0 cm de la regla
(Figura 5, abajo-derecha).

Desde un punto de vista semiotico, con las dos primeras acciones,
Beatriz le da sentido a la respuesta de la pregunta 5. El movimiento de
sus dedos significan los movimientos de los sospechosos; con la tercera
y cuarta acciones, Beatriz sintetizo sus dos gestos previos, pues los
puntos objetivaron los movimientos de su dedo y, por tanto, los de los
sospechosos. Aln mas, al poner los puntos de las posiciones finales
tanto de Martha como de Pedro, Beatriz obligé a los sospechosos a
moverse. Puede decirse que el dinamismo de la caracteristica inmdvil
del Dibujo fue sustituida por el acto de medir, de mover los dedos y de
poner puntos en la hoja de trabajo.
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Figura 5. Arriba-izquierda: Beatriz mueve su dedo indice 4 centimetros desde
el dibujo de Pedro, en el sentido de la flecha. Arriba-derecha: Beatriz mueve su
dedo indice 4 centimetros desde el dibujo de Martha, en el sentido de la flecha.
Abajo-izquierda: Beatriz pone un punto a 4 centimetros medidos a partir del
dibujo de Pedro. Abajo-derecha: Beatriz pone un punto a 4 centimetros
medidos a partir del dibujo de Martha.

Ahora bien, la manera como Beatriz uso la regla parece haber sido
inducida por los dos gestos deicticos previos de Clara (Figura 4). Tanto
Beatriz como Clara no consideraron las posiciones de Andrés ni de
Tania como los origenes fenomenolédgicos. Por medio de los gestos y las
graduaciones de la regla, Clara y Beatriz objetivaron los lugares a partir
de los cuales los movimientos de Martha y Pedro podian ser descritos.
La regla, en este caso, es un medio semiotico de objetivacion (Radford,
2003).

Después de dudar por algunos minutos, Beatriz motivé a Clara a fijar
su postura sobre la idea de mover a cada sospechoso 4 metros a partir de
sus posiciones iniciales.

Episodio 2
L4. Beatriz: Bueno, puede ser que Pedro caminé 4 metros a partir
de aqui [usa su boligrafo para sefialar el dibujo de Pedro] y ella
[Martha] caminé 4 metros a partir de aqui [usa su boligrafo para
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sefialar el dibujo de Martha]

L5. Clara: Los dos sospechosos estan a 4 metros al mismo tiempo
[ella sefiala el punto de interseccion de las dos rectas]

L6. Beatriz: [Sefialando el Dibujo de la hoja de Clara con su
boligrafo] ;Si, si! Lo sé. No importa donde él [Andrés] estd [ella
mueve su boligrafo de izquierda a derecha rapidamente sobre el
dibujo de Andrés, en la hoja de trabajo de Clara]. El [Pedro]
camind 4 metros [mientras mueve su boligrafo desde Pedro hasta
Martha, Clara cubre los dibujos de Andrés y de Tania con la palma
de sus manos].

Debido a la insistencia de Beatriz de mover a cada sospechoso 4
centimetros, a partir de sus posiciones iniciales, en este momento de la
conversacion, la intencién de Pablo de colocar a Pedro s6lo un metro
delante de la posicion inicial del propio Pedro (L1) se diluyé en el
tiempo. El comentario de Beatriz fue motivado por la consideracion de
que la ordenada del punto de interseccion de las dos rectas debia
significar “Martha entrega el sobre a Pedro”.

Para reforzar su punto de vista, Beatriz le dijo a Clara que la posicion
inicial de Andrés es irrelevante para describir el movimiento de Pedro
(L6). De manera similar, y aun cuando Beatriz no se refiri6 ni a Tania ni
a Martha en su intervencion, ella implicitamente asegur6 que el rol de la
primera no es importante para describir el movimiento de la segunda. El
propésito de Beatriz fue persuadir a Clara a centrar su atencion en los
sospechosos y no en los detectives. Hasta cierto punto, ella logré su
cometido, pues los gestos de Clara simularon lo que Beatriz proponia.
De hecho, al colocar las palmas de sus manos en los dibujos de Pedro y
de Martha (L6), Clara parece atender la idea de Beatriz. Con esta accion
semidtica, Clara no so6lo ocultdé a los sospechosos, sino también
mantuvo el punto (0,0) lejos de la discusion. Vemos, pues, que el punto
(0,0) no aparece todavia dotado de su significado cartesiano.
Después de discutir cerca de 5 minutos, el consenso general del grupo
de Clara fue poner, en el Dibujo, un punto justo a la mitad de la
distancia entre las posiciones iniciales de Pedro y de Martha (Figura 6).
Este punto significé el lugar donde Martha entregaria el sobre a Pedro.
En este momento de la conversacion, el analisis previo de Beatriz,
hecho inmediatamente después de que ella pidio a Clara una regla de
medir (L3), fue sustituido por un andlisis que realmente le diera
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significado (aunque de manera incorrecta) al punto de interseccion de
las dos rectas. Si la separacion entre los puntos hechos por Beatriz
(flechas en la Figura 6) no le daba sentido al encuentro de los
sospechosos, un tnico punto colocado en medio de Pedro y de Martha si
lo daria.

Figura 6. El 6valo encierra el punto hecho por Beatriz, el cual indica el lugar

donde Pedro y Martha se encontraron uno con el otro, segiin Clara, Beatriz y

Pablo. Las flechas apuntan a las marcas dejadas por Beatriz en el analisis que
ella hizo después de pedir a Clara una regla de medir (L3).

Parte 2: La Intervencion del Profesor
Episodio 3
Aun cuando los estudiantes respondieron la pregunta 6 (localizacion del
punto de encuentro de Pedro y Martha en el Dibujo) sin dificultades,
ellos dudaron al proponer una grafica cartesiana distinta (pregunta 7) de
la mostrada en la pregunta 5. Asi, ellos le pidieron al profesor su ayuda.
Antes de dar alguna respuesta, el profesor decidi6 revisar las soluciones
previas de los estudiantes. Cuando ¢l vio el punto hecho por Beatriz
(Figura 6) y ley6 lo que los estudiantes escribieron en la pregunta 5, ¢l
invitd al grupo de Clara a pensar sobre sus respuestas. En el siguiente
episodio se muestra como el profesor llevo a cabo tal persuasion.

L7. Profesor: ... [Lee la respuesta de la pregunta 5] “El tiempo en

el que Pedro recibi6 el sobre es 2.3 segundos y el lugar es de 4

metros [con la intencidn de llevar a los integrantes de este equipo a

una reflexion mas profunda sobre el significado de estos valores,

dice] (De qué? ;De quién? ;Por qué escribieron sélo 4 metros?

(Hay 4 metros entre las dos personas? ;Ddonde estan los 4 metros?

[revisa las preguntas 5 y 6] ... ;Doénde es que los dos se

encuentran? ;Donde se cruzan las dos rectas?

LS. Beatriz: jMmmh!
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L9. Profesor: ;Qué quiere decir eso [los cuatro metros] en la
grafica [sefiala el Dibujo]?

L10. Pablo: 4 metros... No lo sé.

L11. Profesor: Fijense s6lo en una recta a la vez. Cuando esta linea
de aqui esta a 4 metros [sefiala la recta cuya ordenada al origen es
2 metros] (Quién esta...? Esta es Martha. Martha es la recta de
abajo [se refiere a la recta cuya ordenada al origen es 2. Escribe la
letra M sobre la grafica, en la hoja de trabajo de Clara; véase
Figura 6, izquierda]. ;Estan de acuerdo? Esta es Martha [sefiala la
recta cuya ordenada al origen es 2] y este es Pedro [se refiere a la
recta cuya ordenada al origen es 3. Escribe la letra P sobre La
Grafica, en la hoja de trabajo de Clara; véase Figura 6, derecha]
L12. Clara: Si.

L13. Profesor: Cuando Martha estd a 4 metros [sefiala con su
boligrafo el punto de interseccion de las rectas de la grafica],
(donde estd Martha? Ahi [sobre el Dibujo] dibuja una recta que
indique donde Martha va a estar [desplaza su boligrafo sobre el
Dibujo]. Cuando esta a 4, ;pueden colocar a Martha en 4 metros?
[desplaza su boligrafo sobre el Dibujo].

L14. Clara: Adelante [sefiala el punto medio de la distancia entre
Pedro y Martha, como el de la Figura 8].

L15. Profesor: ;Se detiene ahi? [se refiere al punto medio que
sefialo Clara] ;La colocas ahi? [sefiala el punto medio de la
distancia entre Pedro y Martha, como el de la Figura 8].

L16. Clara: Si

L17. Profesor: ;(Doénde estan los 4 metros? Traza una linea
horizontal que represente los 4 metros. Por ejemplo aqui decimos
que estos son 2 metros [Coloca sus dedos indice y pulgar en forma
de C y los coloca sobre los dibujos de Martha y Tania], estos son 7
metros [Coloca sus dedos indice y pulgar en forma de C y los
coloca sobre los dibujos de Martha y Pedro; véase Figura 6,
derecha]. ;Donde estan los 4 metros?

La pregunta con la cual el profesor enfatizo la importancia de referir
los 4 metros a un origen fue “;donde estan los 4 metros?” (L7 y L17).
El esfuerzo de él para que los estudiantes centraran la atencion en esta
referencia consistié en pedirles que identificaran, en el Dibujo, cada uno
de los movimientos descritos en la Grafica. Para ello, el profesor
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identificd las rectas de la pregunta 5 con las letras M y P para hacer
visibles las correspondencias entre el modo de describir los
movimientos de los sospechosos en la Grafica y los inferidos en el
Dibujo (L11 y Figura 7, izquierda). Es claro que las letras no son ni
Martha ni Pedro; sin embargo, esta accion le permitié al profesor hacer
visible la correspondencia biunivoca entre el movimiento de cada
sospechoso con las rectas obtenidas por cada uno de los detectives.

vl

Figura 7. 1zquierda: El profesor identifica las rectas en la grafica con las letras
M y P. Derecha: Con esta separacion de sus dedos, el profesor ejemplifica
como los estudiantes deben mostrar los cuatro metros sobre El Dibujo.

Después de marcar las rectas, el profesor pidio a los estudiantes que
identificaran en el Dibujo la coordenada espacial (4 metros) del punto
de interseccion de las dos rectas. Para ejemplificar como los estudiantes
podian llevar a cabo esta identificacion, el profesor separd sus dedos
pulgar e indice a distancias semejantes a las de los segmentos trazados
entre las ilustraciones de los detectives y las de los sospechosos (Figura
7, derecha). Con estos gestos, el profesor indujo a los estudiantes a
trasladar los 4 metros del eje vertical del plano cartesiano a las
distancias fenomenologicas (horizontales) ubicadas en el Dibujo. Es
indudable que este traslado fue hecho previamente por los estudiantes;
sin embargo, los gestos del profesor hicieron que la identificacion de la
coordenada espacial del punto de interseccion fuera objetivada como el
espacio entre dos lugares fijos, simbolizados por medio de los dedos del
profesor.

Haber pedido la identificaciéon de los 4 metros en el espacio
fenomenologico (el Dibujo) es haber pedido, también, que los
estudiantes animaran los dibujos de Martha y Pedro. Esto se puede
observar con mayor claridad en L13, cuando el profesor pidio a los
estudiantes que sefialaran donde tendria que estar Martha si ella camina
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4 metros. Como en el Dibujo se muestran las posiciones iniciales de
ambos sospechosos, pedir donde estara Martha cuando ella haya
recorrido cuatro metros es pedir a los estudiantes que la muevan. Sin
embargo, este movimiento no debe ser arbitrario, pues los 4 metros
deben ser medidos desde un lugar fijo. La separacion de los dedos en
forma de C (L17) del profesor hace énfasis, precisamente, en que la
descripcion del movimiento de un objeto tiene sentido sélo cuando
dicho movimiento es referido a un origen. El énfasis de este gesto esta
también implicito en la pregunta “;por qué escribieron so6lo 4 metros?
(L7).

Es obvio que el gesto de los estudiantes no mueve a Martha; sin
embargo, éste les permite imaginar el lugar donde ella va a estar
después de haber recorrido 4 metros. Desde el punto de vista de la teoria
de la objetivacion, la imaginacién provocada por la separacion de los
dedos del profesor forma parte del proceso de toma de conciencia del
origen matematico®.

El intento del profesor por hacer reflexionar a los integrantes del
equipo sobre el origen fenomenolégico que describe el movimiento de
los sospechosos fue recompensado cuando Clara pregunt6 cual seria el
lugar donde Martha iniciaria su caminata. En el siguiente extracto se
expone esta pregunta, asi como la forma en que el profesor la respondid.

Episodio 4

L18. Clara: (Es que ella [Martha] comienza de ahi [sefiala el
dibujo de Tania] o de ahi [sefiala el dibujo de Martha]?

L19. Profesor: Esa es una excelente pregunta. Ella [Martha]
(comienza de ahi [sefala el dibujo de Tania] o de ahi [sefiala el
dibujo de Martha]?... Pablo, ;donde comienza ella? Ella
comienza desde Martha o desde Tania?

L20. Pablo: Desde Tania.

L21. Clara: Desde Tania.

L22. Profesor: ;Desde Tania? ;Por qué comenzara desde Tania y
no desde Martha; o de Martha y no desde Tania [véase Figura 7]?

Las referencias a un origen son claramente mas explicitas en esta parte
del discurso que en el inicio de la intervencion del profesor. La pregunta
de Clara “;es que ella [Martha] comienza de ahi [sefala el dibujo de
Tania] o de ahi [sefala el dibujo de Martha]? (L18) rememoré las
































