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Resumen

Este trqbojo oborda el problemo que represenia pcra los
estudiqntes el oprendizoje de 1o demoskqci6n. Lo ideo principol
es que el concepto que tienen 1os alumnos ocerco de to
demosiroci6n, esto subtendidd por la conceptualizoci6n que tienen
de los objetos moiemoticos, de monero que lo ensenonza de Iq
demostroci6n debe ser ocomponodq de un cambio conceptuol en
los propios obieios motemdticos. Esie combio conceptuol requiere,
en pariiculor, unc trons{ormoci6n o nivel de los representociones
(especidlmente de 1o liguro, en el coso de io Geometrio)y o nivel
de lo orgonizqci6nylo inlormoci6n (que tomo lo lormo de un nuevo
modo de organizdcion 16gico-deductivo). Es oqui donde Io
demostro.i6n por el ejemplo sen6rico (Bolochefl, 1982) puede,
desempenor un popel didcctico impo snte en un contexto de
''problemo obierto". Al linol de este trobojo se identilicqn dos
popeles dilerenies que puede desempenor 10 liguro en ld eiapd
heuristico qsociodo c un proceso de demostrocion,
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I. Introducci6n

Desde hcce olgunos onos, investigociones desarrollodss en el compo de Is
psicologio y de 10 educoci6n maie$dtico se han interesodo en comprender
lcs dificultqdes que origino el aprendizoje de lo demosiroci6n en los
eslldidnies de 10 escuela secundodc. Este inter6s rcsullo de lo constoioci6n
dela insuliciencio de los modelos diddcticos generalmente emplesdos en eI

oulo. Sin duda, el modelo que todovio predomina es oqu6l en el que Iq

demosiroci6n oporece como un instrumenio esenciolnenie l6gico 'en el que

el aprendizqje de lo demosirdci6n se reolizo o trc.v6s del esiudio de elementos

de t6gico y 10 clasilicoci6n de demostrociones en luncion de lq eshucturo
tormol subyocente (demosiroci6nes por reducci6n ol obsurdo, por disttnci6n
de casos, directas, etc.).

PcIo entender los problemos del oprendizoie v de lo ensenonzo de ld
demosirocion, los estudios recientes porten de un morco de ondlisis que

rebqso et de lcl logico solc. Muchos de esos estudios, inlluidos en poniculot
por el desorrollo de m-Levas conientes psicot6gicos como 1o cognitivisto o Io

iocioconstructivislo, y nuevos disciplinos como 1o Inteligencia Aniliciol (cf'

Leron, 1983), han plonteodo el problema de lo odquisici6n de lo demosiraci6n
ent6rminos ligodos o len6menos devslidocion comunicoci6n o ombos, que

se encuentro tuero del parodigmo l6gico; especilicamente' en muchos de

esos cssos, el oprcndizeje de 1o demosircci6n se concibe como un oprendizqje

ligodo o ono situaci6n de inieroccion social, en lo que un olumno en busco

de cieno conocimienio intenta convencerse s si mismo o o un companero de

lqvolidez de ese conocimiento. Lq piegunto que surye es lo de sober si, en

un eniomo socioconstructivisio, e1eje "volidez'es suficiente poro provocary

desencodenor en los olumnos el modo de luncionomiento que corqctedzd o
1o demostraci6nmatemoticd. DuvolyEgret (1989) pdrecen mds bien reticenies

a 1o suiiciencio de un sistemo tal y aliiman que la demostroci6n es uno

octividod cognitivo especilico, de noturqtezopIrTadd. En ese orden de idess,

Wheeler (1990) ofimo que 10 modetizaci6n de 1a demostraci6n en close, como

un proceso social de negocioci6n, es ieribtemente orlilicial, dodo que ese

proceso en el desarrollo de las motemoticos ha tenido lugor en 6pocos

distintos, poniendo como proictgonistos a peGonos di{erentes que hon tomado

po'ie en el debote cle volidocion sin esior necesadomente '{renie a lrente"

Lo lorno compleio y esilucturodo de Ic demosirocion deductivo en lo que

Bell reconocio yo en uno de los primeros irobdios diddcticos importontes

sobre lo demostracion, hoce muchos snos, "el tercer sentido de lo pruebo"
(Be[, 1976) porece requerir uns inteflenci6n diddctica extemo, especilico'

suscepiible de regulqr el sistema, o kaves de Io explicitqci6n de lss expec-

tqtivcs cienti{iccs en jueso

iiiliiliiilo-" -.aa. "" '"-on,on 
cono se sdl,e. o ro .oncepcion de 1( ensenqru d de rds moreidli'ds

que denv6 de ld intrducci'in de ld Motenolicd Mod€.nd orflrnflrl. escolar



2. Concepiuqlizqci6n de lqs mcttemdticqs y io demostrdci6n

Plonteodo en sus i6minos mds generqles, el objeio de 1o den ostrod.t, es el
de moslror ciedos "hechos", como lo sugiere tc proPio raiz eiimologics (cl.

Guichord,1993). Aloro bien, ..ud1es son los hechos'sobre los que nuestro
otenci6nsevo q enlocor? i Crr?ovon'tos a mostrorlos? Los respuestos o esos
preguntos von o depender de lq conceptualizoci6n que se tengo de lss
motemdticos y pueden dilerir de uno conceptualizaci6n o oird. Asi, mieniras
que poro un olumno un dibujo puede ser tomodo como ls demostraci6n i e-

lutoble de una propiedod geometrtcs demosiraci6n por t'iualr?odr'd.'? , ese

dibujo puede no ser considerodo como demostroci6n por otro olumno La
demostrocion por visuolizaci6n rcsulto de 1q concepci6n (que podtiomos
llomor "insenuo ') de un mundo motemotico en el que los objetos se osimilsn
o sus representociones y se esiruciuran en relociones imposibles de combiar
de un diblljo o otro. Et rozonomiento deductivo concebido como encsde
nomiento de proposiciones molemdticos no liene cobtda en este tipo de
demostroci6n, en e] que e] ospecto perceptuol desplozo pot camplelo sI
colculo de retociones.3 Por ejemplo, dentro de estd conceptuolizqci6n lo
tongenie que l,e,ros peryendiculor qt diometro del circulo sobre un dibuio
serd o pdori perpendicutcr, en otros cjrculos y diameiros Dentro de esia con

ceptuolizqcion de tos malemoiicos, el "ejemplounico" odquiere, como seve,
rcngo de demostraci6n. OiIo alumno puede, por e] conirono, preguntorse si

to propiedod que nuesiro el dibujo es invoridble o no En este coso, 1o con-

ceptuolizoci6n de lo mdiemaiicq conltevo o oiro iipo de {uncionomiento de

Este breve ejempto ilustro el hecho de que 1o ensenonzd de lo demos

iroci6n no es sinplenente un problemo que involucro solo lo ri?es de
demosiroci6n, sino que concieme o ld octividod motem6iico mismo

Conviene recordar o ese proposito que, en un estudio de cone epis'
temolosico, &sac (1987) ho susendo que ld eme€encio de lo demostiocion
en Grecio ontiguo est6 relocionodo con lo lomuloci6n de p.oposiciolies
genersles y con und trsnslomaci6n de los obieios motemdticos de un rdngo
empirico o uno ideolizoci6n de 6stos.a Conviene iguolmente mencionor oqui
que E. Borbin (1987), en un estudio sobre los indivisibles en el siglo try'Il, ho
mosirodo ]a opanci6n de un tipo de demostrocion cuyo obietivo es cloilicor
y explicar <t \a vez, y que es opuesto o contrastqdo o lds demosirociones
euclideanos cuyoobjeiivoes, en esencio, la pluebo l6gicd. En el mismo orden
de ideos, en el siqlo X\4i, Am(Iuld yNiccte, en uno de los mds noiobles trotodos

It ..\l \ l\, \o:1 ..riiri-'hrp l-- t' rlll .lil

: El .dr.,r. de relo.ones ol aue nos retenmos oqui no desis.d ne.esonon.nle un.dlc o proPosiciondl o

predicdtvo en el senlido de lq lasico tomdli ese Fiad: ser un c.riNlo sob.a reld.ronas con s,9!raj.d.rb,es
lisodas ol .onlend del Frobremo. Es un cdl.ulo subreniido por lo que heinc llomod. un .d:.r.D.,r.
serrloldrr(rdclord. lsas)
! Un reldr. hisidnca de los "q idndes etoro;" dc ld da dGad.,,in pu ed e c r..n!.G e e. le J.bqe, I 93 I 1332.
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escitos sobre l6gico, imputobon o Euclides y o los ge6metros el delecto de
tener mds cuidodo enlocefieza o ceniiud que en lq evidenciq, yen ocuporce
mds en co 'encer ql espidtu que en oclororlo, pues, decion, los ge6metros
no han iomado en cuenta que porq olccnzcr uno ciencio perfecio no es
suliciente esiar convencido de que uno coso es cierlo, sino que iombi6n es
necesffio sober por qu6 es cierla (cl. Amadd y Nicole, 1683, pp. 3S8-Sg).

Pdro estos outores, pues, lo posesi6n de 10 verdod logico no es suficienie: lo
ciencio lo Geometrio, en este coso- debe o Ia vez erpi?olsus verdodes, 1o

que no ocuire sobre todo en los demoskociones por reducci6n al obsuido.
Es por ello que, mqs odelonte, dichos autores dicen:

"Eslds closes de demosirociones que muesiron que und coso es (1sl,

no por sus principios, sino por oigo obsurdo que resultorid si ello tuerd
de oird lomo, son muy usuoles en Euclides. Sin edborgo. es cloro
que elldspueden convencerol espfiiu, pero no lo ocldrdn en obsoluto,
y eslo nliimo debe ser el principol Iruio de lo ciencid. Pues nueslro
espiniu no esid compleiomenie sotislecho si solo sobe que lo coso es
sin sober po. que lo coso es". ipp. 400 401. Lo troducci6n ol espqnol

Demostroci6nyconceptuoiizqci6n de las moiemaiicos son, pues, como
lo sugiere ld discusi6n onterior dos cosas iniimamente iigqdas. Sinemboqo,
lo proctico escolor descrita en iemlinos generoles- no tomd en cuento el
combio de conceptuolizoci6n que se requiere pora que el estudidnie se
implque en un proceso de aprendizaje de lo demostrdci6n deductivo. La
prociico escolff olrece ol estudionte solomente el 'tiempo" pord que lo
mqdurccion mdtemoiicc necesorio cnstqlice por si mismo, oplozando el
dprendizcje de ]d demosiraci6n hocio ld milod de Io ensenonza secundcdo
(esio es, cuondo el esiudionte olcdnzo mds o menos los 15 onos de edod). Y
entonces, mieniras que el prolesor poso d una conceptuolizoci6n oxioma-
tica, de tipo euclideono, e] olumno sigue viendo los figuros bojo lo folmo
ienomenol6gica que se prestabo sulicientemente bien pors 1os cclculos de
aieo, perimeirc, etc. No es enionces de erlrqnor que el sol6n de oulos seo
testigo de 1o presencio de dos discursos inconciliobles. . . En 10 introduccion
,a sJjllbrc Su la clat6 des demonstrdtions mdthemoltques, E Rostond ( I9 62 ),

reliri6ndose a1hecho didoctico que estomos sendldndo, dice que 'cucndo
los motemoticos estimdn que un iozonomienio deleta porecer claro s ioda
personc que hc olconzddo un nivel suiiciente de insirucci6n motem6tico, Io
experiencia pedag6gica Ios controdice."

3. Demostlociones no deductivqs y demostrqciones
deductivos.

De ocuerdo co.' lo dicho oribo, un combio en lo conceptuqlizoci6n de 1a de
mostracl6r vq o iequeri. un combio en Io conceptuolizoci6n de los objetos
matemdticos. Esto no significo que, s nivel del oprendizoje, ias demos-



trqciones poson de demostrociones por visuolizocion o demostrqciones
deduciivos. En un libro recienie, Arsoc el al (1992), siguiendo una tipologia
de ptuebos propuesto porBqlochefi (1982), han estudicdo con detenimiento
ciertos formos de funcionomiento de la demostrcci6n. siendo la mos
interesonte pars nuestra discusi6n Io del "ejemplo gen6rico". En este, el
olumno toma un coso porticulqr (un dibujo, verbigrocid) y rozono sobre 6l;
pero .ontroriomente (I lo que sucede en la demosircci6n por visuo-lizoci6n
el "ejemplo gen6dco" se iomc conscientemente como represenionie de uno
close. El rozonamiento es vdlido en ionio que 61 mismo se oplicorio o
cuolquier otro miembro de lq close en cuestion.

Poro comprender mejor el pqpel que, desde nuesiro 6piico, puede
desempenor lo demostroci6n bosodo en el "ejemplo gen6rico" en el dpren-
dizqje de 1a dernostroci6n como punto intermedio de ilinerorio o pre6mbuto
a ls demoskoci6n euclideond, veamos el siguiente mosaico.
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Dicho mosojco se obljene o ponir deL sisuierte tnona lo:

Tododo ol tn6nsxlo como un eFnplo sen6nco, el nosorco
pernite deducn ciefio nuoero de pro posicjones de lo
qeoqeinc elementdl rrorejemllo, se puede dedocn que lo
sudd de lo medidd de los 6ngulos {inleriores) de un
fidnalrlo es 180', yque ld nedidd del dnqulo erlerior que, se obiiene cucndo se prolonqd
uno de los lddos (dngulo d en ld iigurd) es igudl o ld sund de lds nedidds de los dos
dngulds irtemos no odydcenles.

Tdmbi6npuede deducirse que el segmento que une 1os puntos medios
de dos lados de uniri6ngulo esto sobre uno recia porolelo o lo que contiene
el otrolado deltriongulo, yquelolongitud de ese segmento es lomitodde la
longiiud del tercer lodo:
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vy S son los purlos nedios de Los segmenlos PIy ,4f respeciivoneni€ Ld iecto Sa/es

pdroleloold rectdPrgyel segmento a/s tiere uno Longnud isrol d lc nndd de lo del sesundo
segmenlo PA

Evidentemente que los demostrociones ontenores no lo son en el seniido
euclideano.5 Lc comparoci6n de 1o demostrocion de lo primerd proposici6n
enunciodo antes (esio es, ]a que o{irmo que lo sumo de la medido de los
alngulos de un tridngulo es 180', y que el ongulo externo obtenido sobre la
prolonsocion de un lodo tiene por medido lo sumo de las medidos de los
ongulos intemos no odyqcenies), bosodo en el ejemplo genenco con lo
demostrqcl6n de Euclides (Proposicion 32 del Libro L pp. 316'17 en lo
troduccion de Heaih, 1908), permite ver con todo detole ciedos dilerencias
{undomentotes entre los dos tipos de demosiroci6n En primer lugst en la
deduccion que subtiende lo conclusi6n en el "eiemplo generico', el rozona
miento se hsce o nivel de proposiciones que no son necesoriqmente
justilicodos (la representoci6n geom6tricd de Is siluoci6n permite ponir de

cierlcs propiedddes tomqdos como cr'elds). En segundo lugor pero no menos

impoitonie en 1o demostroci6n por el ejemplo generico lo reloci6n Iiguro
rozonomienio se estdblece como uno relocion ad itlinitum abiett'a jo'mus

ocobodo. Si en lugor de potir del iridngulo que hemos escogido tomamos
otro. el resultodo serd el mismo pues hqremos sobre el nuevo moscico el
mismo rozonomiento. Los rozonamientos que intervienen en el ejemplo ge-

nerico no son generales sino generolizantes. En 1o demostroci6n euclideono,
por e] controrio, ia retoci6n figuro'rozonomienlo es otempordl, cerroda. En

lo demostracion ciiodc el pensomiento se desplozq sobre lo liguro o trav6s
de 1o dimensi6n ccusol.6

La dilerencio onterior puede rcsumirse diciendo que los rozonqmientos
utilizodos en el ejemplo gen6rico desembocolen qtgumentos deductivos v
no en demostrociones euclideonos propiomenie dichos. Estos dos modos de

luncionomiento de to demostrocion pueden disilnguirse o trav6s de

el popel que desempenc lo ligurq en codq uno de ellos' v
el estqtus (implicito versus explicito) de tos proposiciones utilizodos

robs1sFnG que pueden *r dedudd.s del mo*i.o dnreior pueden enontrdF. en (Ty.djk ml Blur 1993)

I Lo csusdlldad d Io qle nos relennos aqui es dqur d que sobreFdsd €lpldno {ocrudl (hsurdlivo o lodudl'
er?.ie ncidl ) Es lo couso liddd que se silnd d nilel d el .rLulr d e reldcro. e s enlie o bleros Es n no .au solidod

que podenos desirnor poi .dusd\dad rer,7o.Edl (!€r lord 3)

id)
(b)
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No obsionie su ccrdcter no euclidecno, la demostroci6n poi el 'ejemplo
genedco" permite obtener cienos "teoremos" en los qDe ld deducci.in enpiez.'
a tomd! cabido. De no ser osi, ac6mo, q pstir del mosoico, dedujinas los
"ieoremos" mencionodos. no evidentes op,"br? Es por su herrsi6n poulotino
ol ombienie de 10 deducci6n que dicho tipo de demostracion nos porece
coniener un potenciol diddctico importonie. El problema pqra lq ensenonzo
de los motemoticds se Iormulorio entonces, o esics olturos, cono el del
ircnsiio de los orgumenios deduciivos 01 de los demostrociones euclideonos.?

El siguiente cuodro presenia tres conceptuolizociones que son
lrecuenies enlos Glumnos. Lo primero de ellos coresponde o lo que llomamos
la cotceptualizdci6n Ienonenol6g,icd.E E^ eI coso de ld Geomeirio, que es el
coso que nosintereso oqui, ial conceptuolizoci6n se corocterizo por el hecho
que el ospecto conceptuol de los objetos geom6tdcos existen s6lo en t6rminos
del ospecio figurotivo, el cuol se restringe o lo ?'ragen concretd.

El dspe.lo concepludl
estd delimitddo por e1

ospecto lisudlivo. Lo li
guro se reduce d und
imdgen concreto, imo
vn.

CARACTERISTICAS

El dspeC.o conceptuol se
desLindd del ospecto
Iigurdtivo Apdn ior de
rePre sentociones. Ld
ijg! rd ddquiere movi!

Elrozorohienldreldso
o ld liguid. Ld deduc
cion se hoce d poftir de
propiedddsrel@iones o
d$G, enlre objetos ex
plicitomente o.epladrs

Esiudidndo el rczonomiento maiemdtico ylos tipos de imogenes usodos
por estudidnies de pdmario y secundoris, Brown y Presmeg (1993), hon
encontrodo que "lq coracieristico mos notable de las imogenes concretos es
que 6stos consisten enun dlbujo inm6vil, pero bien detcllcdo" y que oquellos
estcn osociadas o uno escoso comprensi6n de relociones entre objetos. Es
dentro de esto conceptuolizqci6n que enconiromos lo demostroci6n por
visuolizoci6n o por el "ejemplo nnico .'g

' """" 
." *"* "." ,r. r. r.r dlbitos de esb oni lo. que ne susin6 lo penm.na! de iliodu.! d ere

nivel de mi disasi rn. rdrdea de dryrne'|o de.ludiv.le. ..ntoposici6n o lo den*td.i6. €u.lidacno). Sin
dudo que el oqlmenio deduclivo enko e.ld cdtesodd
!n troducido por Balachefi M3 2 ). C reo, sin enboiq d, que por su &rdder es p€ci1i.o ld noci6n de orsumcnro
ded!.livo ndl .060 apd.ece en o pr€ludio d ld demostocion .u.lLdedno)
puede resutrdr d€ inle;s pdrd ld eE€ndnzd de lds ndrendricds.
3 Tondnm qui el odFr ivo "f€non ple esto es. cono r€leEnre a los leno denos
cbserabl€s por los s€ntidos.
'Er?licociones de colicrer deFoslrolio bosddds en el erenplo 6ni.o dpdrecen. por s
dredsdeldsndten6lico:Pdrdel.d$delddritrneii.d.v€dseRddlodrBe,q€s,1939
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Lo segundd concepiuolizcci6n corresponde o Io que hemos llomodo
ditdmicd itlluitiva. Esl6 se corscterizs por el hecho que el ospecto concep-
tual del objeto geom6tdco se distoncio de su dspecto ligurotivo, hociendo
posible 1o oparici6n de representacionesdel obieio. Lc {iguro se convierie en
uno representoci6n sirnb6licd del concepto. Uno propieddd enunciodo, como

loperpendicuioddoddel didmetro ylatsngente, nopuede serdemostroddo
]c ]uz de un dibuio. Es cqui que coben los demostiociones que se boson no
en un ejemplo sino en varios, o lo demostrocion bcsadq en Io experiencio
c.d.r-a1(1o que ocurre cuondo el olumno intenioponer a pruebolovqlidez de

lo proposici6n en estudio o trav6s deuncoso 'extremo 
" 

Asi, en nuestro cdso

de Io tongente y el diometro, esto podrio hocerse dibujondo un cnculo
e'lremodamente grande (o mos pequeno) y \,aendo si oin en ese coso 10

piopiedodde perpendiculondcd sique siendo cierto) (ci Arsoc etaL 1992 p

I45 146). Aqui coben tombi6n los demostrociones bqsodos en el "ejemplo

sen6rico".

Lo lercera concepluollzoci6n o Iq que queremos re{edmos es Io obs-
trocta-deduciivo. En tci concepiuolizoci6n, 1o orgonizqci6n deductivo se

electto o pdrtir de prcpiedodes, relociones o ombos entre objetos, gue son

ex?liciiomenie acepladascomo ciertqs (1o que supone lo tomo de conciencio
decieno grodo de arbitroriedod en la eiecci6n). Es oquidonde encontromos
los demostrociones deductivos de tipo euclideono, dsi como los demos
trociones de los sistemcs deductivos formoles {cf. Rqdlord, 1993)

4. "Problemos obiertos" y Iq enseflonzq de lq demostrdci6n

ac6mo, dentro del morco de lo ensenonzo, el prolesor puede promover un
combio en lo conceptualizoci6n de Ia demostroci6n en los otumnos? Bqlqcheff
(I982) ha suqerido que un elemento importcnte pdro desencodenqr un
proceso de pruebo es lct duda en el resultado. Esto significo que 1o demos-

troci6n, sobre todo 01 inicio, debe ser obordodd como un medio pora tlcior
de converrcerse uno mismo a convencer d otas de 1a cotegoria de verdod de

uno proposici6n. El prolesor, como ogente regulodor enemo, del sistemo
''sclo de c]qse", deberio enfotizdr porque Io demostrqci6n oporezco no como
tur /u7b o un ejercicio intelectual, sino como unc necesidcd propio de lo
octiudcd molemotico que los oiumnos desarollon en el oulo movilizondo
lo discusion entre los esiroios sociclY pdvado del conocimiento

Pora logrcr tol objetivo porece que Io {ormuloci6n del prob}emo no

debe contener la respuesta. El problemd deberia, en elecio, ser un 'problemo

obieno '.rc Tomemos un ejemplo de un libro de geomeiria de mvel secundcricl r '

L!ErrelGc.r.densri.Gqueelenunodd.denn!rcbleoqd€besdislocerpdroserrobiedo" ner.ionenos

lo querequieF qle el enurciado d. debe induct niel ntrodo nild;olu.ion U! pEbleid de enunciodo del

rip."Cer.irlqE no Fuode.o.sder.ce c.no obien. pues snd indi.odCold rcspuesrd (cl ChobdY

' 'fonada de Md6;ndtiq@s Sden 5 F 123 Ld tdduc.i6n ol esFdnol es nu€std
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Ur tdonsulo .4BC inscnto en un circulo de cenlro O Lu
ldngelte en el punlo cinlersecto cloprolongacion del
lddo,4ren el punto PSeo C,Vlo bjsectnz del dngllo

tCB, Tol lineo cond el Lddo dBen el punto a Denoslrdr
que el lrjongdo PCD es isosceies.

Formulodo de lo monera onterior eI problemo no dejo lugdi a dudas.
El enunciado prev6 el resultodo: el iridngulo PC, es is6sceles. El mismo
problemo podria ser relo.mulodo como sigue:

.Trozor un circulo cudlquieio. Seo Osu cenrio. Inscnbir un lridngulo
cuoiguiero en ese circuto. Seo,4rcdicho hidngulo. Trczor lo tongenre
ol cjrculo en elpunto C SeoPelpunlo deiniersecci6n de eso iongenie
y de lo recto que poso po! ,{y B Trozor lo bjseciriz del dng!1o ld6.
Seo ,ld intersecci6n de lo bisecinz l del segmento ,4B aQu6 puede
decirse del tridnsulo PCD
Volver o comenz@ con oiro circulo y otro iri6nlru1o lrc iQu6
piopiedod pdrece tener eit.ionsllo PCt? Enuncior uno conjeiuro.
iPuede proporcionar und demostrocidn de su conjeru.d?"

Elclumno esto dhorq invitcdo o tomoi posesi6n de lq situoci6n. Deob-
servqdo! el oiumno ps sa a o.c|aL L6 etdpa expermerlal(que no es focilitodo
en 1o {onnulocion inicial del problemo) puede dor lugoi o to lomulaci6n de
und corlb1ura porece que los segmentos Pry Pdiienen iguol longitud, por
lo que el ticngulo PCD podrio ser is6sceles.

Evidenternenie que 10 etopo erpenmentol no ser6 en generol suliciente
poia combior 10 conceptuolizoci6n de 1o octividod motemqtico que tiene et
olullrno y el popel que en ello desempeno lo demostracion. Tol etopo puede,
no obstonte, obrir cienos brechas pard ese cornbior la figurc dejo de ser el
objeto matemotico, yel rompimiento enire el objetoy su representoci6npuede
desembocor en uno concepiuclizoci6n mds prolundo de IGs motemdticos.
ta experimentqci6n pemile, por Io menos,la generoci6n de un espccio poro
plqnieor el pioblema de Id volidez umversol de loproposici6n en estudio. En
otros pqlobros, ]q er?erimeltqci6n puede pe.mitir ironsitor d los diumnos
de 1o conceptuolizqci6n lenomenoi6gico o lo concepiuolizoci6n dindmicd
intuitivo vistos en ld secci6n 3.
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5. EI dprendizoie d ela lorutd de lunciondmiento de la

demostrqci6n deductivo

1.d lotma de lunciondm-ie'lode lo demostrocion deductivo en mctemcticc se

:;;;'": ;; ;;;;;;;"',.a.".'' "''' a' p."pos cio-es que \q que bu"cor

"c,dhlecer o ombos cosos preqomenLe 'LvolYfgerI1989 
dis;nqLer dos

: .:[';;il;;;...I ."' "r" I o e'opo oe redocc'on de exro de

demostroci6n.

En un troboio que reolizomos Gnteriormente (Rddtord' 1988)' pudimos

*."#l:iJ;";;;;""r."." ""t'" et proceso heudstico v ls etopo de

,"oo i on 
"n 

ps''ic'r"r obqervo .1osque s:o'en 'lproce"ohFrnslico o o)ecLo

"^":,..;;;;:" reos.o e,opo de r^croccion o e opo de redoc':on pLedF

::1ili"1;;" t;i;;ocio"es q"e hordn ot estudionie resrcsor e' incluso
-",1#".; 

.:;;i";;;;.'... p-."* r"u ,'' "o sir ' boroo di-r o compoc

,"*,"".'.;."; 1""* *'o en es uoio'res 'oa uno compler sion ovo '1rodo de

;'":;;J;;;;-;;;;;t;" ""*"" '""" 
Dic\o de o'ro aone o los" opos

.i,,,=.I- "'1. 
Foocc:on sdpo'e1 el corocrmlenLo det lLn')onariel'a

,lrji, )l j.l" a"..".".i"" tn Ln ( ooo o Pos'er or or vo m'ncronodo

i*"Jai.'i rsa,nr, it"uo,no" o cobo una expedmentocian en ro cuor

),11i."1."." "i.it"*;. r" p"n. n'"'i"t""' proporciondndole er enunciqdo

:"J;;; J rl. ris.o da ros p opos c ones qle {o mobon pdr " de u"o

al^."1J",. ' o'" .'.r'. ''"'"'"' 
a:'"" lsro esrooo dodo er deso d'n r

"1,i "-." J *"a" *" olo^norlo o modo de'rcons rL I lo oenos td( iol' o

:;; ,;;" ";;0; ,".nos que se some':e on o e"o experiencio oLA hoblaa

:::l:;,:;:;;i;";;,"i" .io" r"n"' ""' '";e 
on proble- osen ro recons

ilucci6n de to demostroci6n

Nuestro teslconiabo con dos demosiraciones Enla segundo de elos'

t"L, "'oIi.'"""c""' ""' "" ",l -a"^"" a"6"' 1uo5 in e15s5tponrendo

"i -"i."i. al;-'"no:es oes de 'o oLe se qLeno demosr 01 nosrrondo

::i:;;;;;;..;" en er r,nciorom 'nLo o-ro d^mos ro.or Derrro der

;;-;;." ;; i;'.;".'," Fs con dir "uhodes o ri'er de'

il;.;"';:;..;"o,.Lr'o: rogrobon p'oLFnos odeno"

;:;,.;';' i;:.;","" "nt ".uo= 
r' "'.'-i"'" "''ririo 

det"ror ulo d ricurrod

;::'.:";;;.;;. ;"o d','u,Lod de rondo'n ro que se e 'Fre or bu'n

I-.'.".,i**" a. olrm.to en o demosrrocion en or 'o q r el ol"rno no

i"*'j"i.*."11"J. r"" r'abilidodes l6sicos que pueden osegurar el6xito del

:::;:?;;;;;";"",i" de ros prop"'iciones' ro heurisiico (que pemlte

1,.. *."":" , o r".o?o de.os p ooonc;o 'p.r "e ve -o'urdomer'e debil'

..". " p" ,. a' 't'g'' o 'o 'c'r d" se- 'do

r n n'es ,o o,oqro.ns ": '".., ::ifl::".;ilil:.'n::,.i::::
.le nueslros olumnos moestros tienen dtt

i"""i[;';j"';i; ;;": -":t:li':l:il".3:"t 1;T;1f:tTJ""."i:'.J,T:
que tienen como pr6posito precEamenr
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deduciivo que asegurordn lo lormo logico deliexto de lG demostroci6n. Tqles
aciividades son preseniodos luego de que ]d porte finalidod de la
demostroci6n" hq sido descnolloda, porte que culmino con lo convicci6n
intelectuol de que un dibujo o un ejemplo no puede constiiuirse en
demosiroci6n, q tov6s de un entomo experimentol como el que sugerimos
en el ejemplo anterior del circuio y del iddngulo inscdio. Los ociividades de
nuesiro pone "luncionomiento de lo demostroci6n" (que pretenden ser una
ruio de occeso de ld conceptuolizoci6n dinamico-intuitivo o lo concep-
tuolizoci6n deductivo (veose secci6n 3), empiezon con teoremos en los que
ocultomos unc o dos pioposiciones yque nuestros alumnos maestros deben
restituir. Lcs octividades se vuelven poco o poco mds complejos, hosto coer
en el ccso en que los proposiciones esion: (o) completos pero reneltosi (b)

sobrecompletos (es decir, hoy proposiciones supe#iuos o de mcs) yrcweltos;
(c) incompletos y reweltos. Siguiendo iol secuencio llegomos ol coso {inoly
mos dilicil en que el estudionte se encuenirc nnicomente con el emrnciado
delieoremsj esdecir conelcaso conelque, usuclmenie, empiezan los textos
de matemdticos. Hemos podido obseruar que o medids que el estudionle
profesor se cdenira en el "lunci6nomiento de lc demostraci6n" sisuiendo
eso secuencio, 1o heurlsitica es mejor comprendido. Esto no significo por
supuesto que con ello se solvente lo problemotico rqlotivo o Id moestrlo de
lo heuristicq, lc cucl, como se vero en en lo secci6n 5, oporece como unq
actividcd enremamente complejo.

6. Dos popeles dilerentes de lo liguro en ld etctpd heuristicd

Lo demostraci6n de unc proposici6n geom6trico requedrd en generdl lo
tratslomacj6'1 del problemo iniciol en otros subprobledcs; en iol
transfomqci<jn, que es de hecho el resultodo de w p'oceso heuristico,
port;ciponfunciones cognitivos de vqrios tipos, modulados e!1 buena medido
por rozonamientos deductivos. Si designcmos por €, la proposici6n que se
quiere demostror, omenudo centrcremos Io otenci6n en 10 bnsquedd deuno
proposici6n e" r 

que cumpla con la propiedod de que €, puede sei deducidd
de e" ,, siendo el coso mas sencillo oquel en el que se tiene que "€" r 

+ t""
es verdadero. El mismo ptocedimiento se qplico q io proposici6n €, r y q los
siguientes; se trota, en electo, de enconkor uno sucesion de proposici6nes
€, ,, €" r,...,{,, tol que "(€, ye,,y... y€,,) + €," seoverdadero, pqroi= 2,3,
...'1 1, j j < ;. Es]e a,azonomiento por suliciencic" (Glseser, ISTl),enelqLre
el pensamienio vo hcciq atros, requiere, odemos de lo componente l6gico
evidente- habilidodes que pemitsn "reconocer" condiciones sulicienles en
el contexto del problemo y que se enmorcan dentro de octividodes mds
omplios de corte heurisiico.

Desde hoce olgin tiempo, cieias investigociones hon obordodo el
popel que lo liguro puede desempenor en los procesos heudsticos que
ocompoRan lG resoluci6n de problemas y la demosiioci6n en conteatos
geom6tricos. Asi, A. Mesquito (1993) ho puesto de moniliesto que pqra que
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la liguro puedd ser "visio'por el olumno mos alld de su popel desctplj/o, v
se c;nvieno en un elemenio desencodenador de procesos de busquedo de

soluciones, el qlumno debe poder opecr descomposicionesy rccomposiciones

de 10 ligurd dddo, reconociendo, enpqniculor liguros elemeniales perlinentes

en la r;soluci6n del problemd. Esto lo]mo de oprehension de lo lisuro que

Duval (lg88b) define comal(l dpptehensior aPdratorie requiere de lomos
de rozoncmiento especilicos, iodovid molconocidos, que, interoctusndo con

el pensomiento deductivo, hocen posible el 'reconocimiento ' de lqs

condiciones suficientes o los que nos relenomos olribc'

En el coso de lo Geonetiio, nos porece posible oiibuir o lo iigurq por

lo menos dos popeles heuristicos muy di{erentes En el primero de ellos, que

se do en lo q;e nomcrcmos "el cdso de ld lisurd estd'da'', el croquis se

hdce con iniencion de rellejor 1o situocion enuncioda en e1 teorems que se

quiere demostror y permitir el andlisis de los elementos quc componen 1o

ligurc. Lo represenioci6n geom6tdco obtenido, pelmite, medrsnte uno leciura

no tineol que hoce posibte s6lo e1 registro simb6lico de 1o Geometrio

conjeturor ;iedos relaciones que tueso pueden ser exominodos a lra!6s de

un proceso en el que 1o liguro es sobreposodd, esto es por un-proc-eso

moLmotico'deductivo que conllevo uno relecturo 
'neal 

de los hechos A lo
luz de Io {iguro, dos angulos pueden porecer tener iguol medido; dos

segrnentos fueden porecer tener iguoi longitud, eic Asi, por eiemplo' en el

prollemo aei t;angulo inscito en el circulo, visto en lo secci6n 4' 1o liguro
'sugierc qe los lodos de igual longitud podrian ser P' v Pc Esie-doio

a"!""""d""" todo una pisto de investisacion: atienen los 6nsL os PAI v
Pd, isuql medidq?, etc

El seglndo de tos pcpeles heurlsticos que otnbuimos o la figuro' que

llqmoremos "el caso de la t'igutu imposible " esis ligodo s rozondmientos

por reducci6n ol obsurdo. En este coso controrio ol primero en el que lo

que predomino son razonomientos directos lq {igurc lejos de reilajor de

nronerc normcrl los objetos geom6ticos y sus re],acla es - es valunl'aiamente

distorsionado y pemiie o1 pensdmiento movilizarse sobre los obietos' los

relociones o ombospcro concluirqueuno situoci6n de eso noturolezo es im-

posible desde el pr-rnto devistologico. Lo tcong'fleu ci.fentre tosregistrosli-

gurarivo y deduci;vo (pqrd utilizor un concepto ccunodo por Duval' 1988o)

ionriu." 
" 

r. risur" 
"" 

popet poniculot quepuede ser dilicit de maneiorpo;ios

"]"-"os. comolo indicon ciedos obselvoci6nes que hemos reclizodo en clase'

Pors inteniar mosiror c6mo lo liqura desempenaunpopel muy dilerente

cuondo es considerodo segnn su aspecto de "iigura imposible"' veomos ld

proposici6n V del Libro llt de Los Elene'tos de Euciides que escosemos por

.Si dos circulos se coddn, su cenlro no sero el mismo'

Que los dos circulos,4ril ]-:1,./se conen enlos puntos -a, t j digo que

su cenlro no sero el mismo.
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Si eso luero posible, que su centio sed et punio 4 irocehos l]- y
lrocemos fz,Yde cuolquier nonero."

I

Dddo que el punto Z]es el cenlro del circulo.4.B/, ld recto 5l-es iguol o tZ(deI_
15.1). Ademds, como el punto tes ei centro del circulo pl.z to re.rd /:E.es isxdt
o ELI Pero hemos demostrodo que -El es isudl otZ enlonces Ztes igucl o EIt
]d m6s pequeno o ld mils grdnde,lo cudl es imposible. porlodro, el punto -gno
es et centro <le 1os circulos,4al /1,Fj, (Nuestrd trdducci6n dl esponol esrd boso
dd ea ld reimpresion de l9 93 de 1o lroducci6n trdnceso de petrdrd, lal9, p.6r).

Lc uiilizaci6n de 1o figurs en este coso es, como seve,muy diterente G
lo utilizoci6n que se hoce en el coso de rozonqmientos directos, y no puede
serllevodo o cobo si el estudiqnte no ho efeciuodo lo rupruro enire el objeio
mstem6tico y su representoci6n. En este coso, el pensomiento se desptdzo
sobre uno iepresentoci 6n era6nea o pnon, q,re es colsiruidd sobre la hip6tesis
de un ceniro comiin o los dos circulos, ceniro que no existe en et univeisd
I gurmjvo.onespondientFo lo p oposi^ onmic:o .p qresequiFredemostror.
Tql represenidci6n permite deducir l6grcamente -y por tonto mas ollo de 1d
figura, un resultqdo impDsibte- El pensomtento se despldzq sobie esos objetos
delomodos qge no olconzor: c perturbcn to formo y Io ndruclezc d; bs
objeios motemdicos en cuesti6il

Observemos que lo proposncion kp" que se quiere demosrrar, y que es
enunciodo en el reg.r3tro prcpasici6ndl, es templozodo, en el razonomiento
por reducci6n al obsurdo por su negoci6n "no P,, que p€denece ot mismo
registrc proposjcionol. Ese movimiento se tradvce, en el rcgistro tigurativ4
por un combio en lo figuro: si "4, es uno liguro que corresponde o lc
proposici6n "P,, entonces "F,r', es Io lisnird que conesponde o iq proposici6n
..no ,4,. El proceso heurisiico que desencodeno "F "" 

no puede funci6nar
igucl que si estuviesemos rdzonondo:obre "4", por to senci o roz6n de
que lcs propiedodes m6tricos hon dejcdo de servotidos. . .

Conviene ocloror oqui que no es cierto que iodo rozonomiento po.
reducci6n ol obsurdo en ceomet.io recurro a url,.l fig,ura imposibte. E\ etecro,
puede dorse el coso de qrle tol rozonomiento porto de unq ligurc aprbn
posrble (de lormo m6s exocta: unc {iguro en 10 que el regisiro geometnco
represente coherentemente los objetos geom6tricos en cuesiioni un circulo
clporecerd con su redondez ocostumbrodoj un s€gmenio de recio sero
represeniodo enlolmo rectilineo, etc.). Tomemos ta demostrocjon del ieorema
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que aiirmo Io irrocionolidod de 2, boscdo en el mdtodo de "sustrocciones

suceslvcts @nthwhairetic methad; ct. Fowlet, P. 3I y siguientes )

, = diogoDol del dqdrodo.
C= lddo del oodrodo.
C'= lddo del nuevo cuodrcdo.
D "= Diosonol del nuevo

Sed uuno medidd.omnn o Cy a Sj , mide o Cy ,'
entomes medjrdldmbien d d' =, cls olnerte, u

mednoo D = C C'
C y a son e]lddo r ld diosonal de u! nudo &ddrodo
mos pequeno Aplicdndo el misno rdzondniento cl
nuevo cuddrodo, podremos encontror olro dds
peqxeno cuFs lddos r drd qondl seron medidos Por
u. ll rozonodiento puede repetiJse indefiliddnenle,
lo cuol es inposibLe, pues o pont de cie o momerto
lo oedidd , sed dos pequeno que los segnerlos que

Como vemos, 10 contradiccion no puede opreciorse so-61e lo figuro Lo
con-tradrcci6n "no se miro'.

7. Observqciones linqles

EI epistem6logo suizo Ferdinond Gonseth, en su brillonie obro Zes
Mdthimstiques el td Realit6, escilo en 1936, o{irma que en motematicas

"todds las cuesiiones decisivos se resuelven en definiiivo recudendo en fomlo
m6s o menos directo o Ia euidencicr, t' Gonseth no reduce Io evidencic o su

inica dimensi6n empiricoj Io evidencio, osi comolo normatividod lct Moreno
y Waldegg, 1992) son considerodos consustdnciqies o Io conceptuolizoci6n
en que e1 "becho" es "visto". Lo que ero evidencis en ciedo conceptuolizoci6n,
dejo de serlo en otrq. En el tr6nsito de und concepiuolizoci6n o lo otro, el
pensdmiento deductivo se trons{ormo, se ofino, y con 6l nuevos formos de
luncionomienio de1 apaioto demosirqtivo son llomodos o ponicipar. El
problems de tc ensenonzo de Io demostroci6n poddc enionces ser relor-

mutodo como el que consiste en cryudd al olumno o trondtor o 1o lorgo de

conceptuotizociones que pivilegion el desorouo del pensomiento deduciivo

en ios que palticipon procesos de demostFci6n codo vez mcs compleios,
que evoluciondn no en forms independierte de los objetos geom6t/icos

como ld ensenonzo postulo o menudo en 10 sclo de close sino o trdvd"ey a
-1a pal de conceptos mds y mcs ricos. En escs conceptualizociones, uno
ote;ci6n porticulqi deberia ser doda a lo 'evidencid" v su relocion con lo
figurc, visto 6s1o tonto como represenioci6n que como soporie del
rczonomiento. Ifglro y evidencio oparecen asi como elementos clcrves de

cualquier proyecio de enseianzo de Io demostrdci6n. La gesii6n de esos

L'?Op .il p 327: el subq'ddolld lrodlccirr ol €spoiol s.n nrios
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elementos en close, la Iormo de hscerlos evolucionor desde los liguras
considerooos como imogerps eslod-cs . \oslo los liglro- imposioles o
que opelon s menudo 1os rdzonomientos por reducci6n cl obsurdo, oporecen
como contenidos didaclicos indispensobles de poder enccminar pcrc lograr
uno ensenonzo eticoz de Iq demostroci6n.
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