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Resunri - llintroduction i I'algtbre se fait trts souvent en imposant ir I'Cltve la

nraitrise d'un langage synrbolique conrplexe et sans signification pricise. Nous
prdsentons ici unc voie alterrrative structurCe autour d'rrne siqtrence d'ensei-
gnement. lJanalyse des verbalisations de deux groupes d'Clives de 9' annCe (3'
secondaire) fait ressortir guc ces derniers arrivent h construire les idies algibri-
qucs de bre dars un contexrc de resolution de probldmes et i synrboliser ces idies.

uJ'ai trouvi que le calcul a pour obiet routes les esplces de ddtermination des
irrconnues au rnoyen des connues, et j'ai rcmar<1ui que la plus claire des rlgles et
le plus ivident des rnoyens pour cet effct est I'art de l'algtbre.u

Abofr Bcqr Mohammed Ben Alhagan Alkarkhi,
nrathimaticien arabe du Xl' siicle.

Introductiort: les idies et les symbohs

Malgri les efforts importants diployis ces dernibres annCes dans le domaine
de la rccherche en enseignemcnr des mathimatiqucs, l'enseignement de l'algdbre
soulbve encore beaucoup de qucsrions er les approches didactiques d'introduction
ir I'algtbrc (risolution dc probldmes, gCniralisation, modClisation, etc.) posenr
tottjours des difficultds d'apprenrissagc aux iltvcs.

Une des questions, au ccnrre de plusieurs itudes, concerne la ditection et la
comprihcnsion des erreurs que commerrent les ildvcs dans I'utilisation du langagc
algibrique (c'esr le cas de Mao, en 1980, qui discure d'e rreurs relle la suivante: (l + B)2
-42+82.

D'autres itudes traitent des difficultis qu'iprouvent les ilives dans l'acquisition
de la syntaxe du langage algibrique dans l" ,isoi,rtion d'iquarions. Une de ces diffi-
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cultes. repiric oar Filloy er Rolano (1984) et observie chez des iltves dibutants en

d-it;., ipprrit, d.ns f. p.rrrge des iquations du rype Ax.+ B : C tyl iquations

d,i ryp. Ai * B = Cx + D (oir A, B, C er D.sont des nombres donnes). )elon ces

;#t, I'opiration de l'inconnue (x) pose, dans le deuxitme.ryPe d'equations' une

aigi.ut,e qle l'illve ne rencontre paJdans.le premier rype.d'iquation' et marque

;;;;;;fi.,, ou un obstr.le - quiils. appellent ucoupure didactique' - au chemi-

nement de la mairrise de la syntaxe du langage algibrique'

Le problime de la rraducrion, en langage algibrique,de propositions numi-

,iqu., irion.ies en langage narurel a igale*.n, suiciti ltintir€t des chercheurs (Bell

.,M.lon., 1993; Burion, 1988; KaPur, i983)r'

Enfin, un troisiEme point, rraici dans certaines recherches ricentes, concelne

les changemenr, .on..ptu.l, qu'exige le. passage d'un mode de pensie arithmdtique

;*";;;?;; pensie igibriqu" din, ta rdso'iurion de problimes ye^r!au1ltord-
oroblems\ (voir, par exemple, bedna',, Janvier, Mary er Lepage' 1992a;Bednan'
'n"if".J, l""ri.i ", L.p.g., 1992b;Bednarz e r Janvier, 1994). A la diffirence des

.ffro.l,., pre.edenr.s, qii onr en commun I'irude de la comprihension de l'acg1!-

,i'.io; Al;'ry";. lgjUiiqu. par I'ilive (voir igdement Gallirdo er Rojano, I 988),

I'attention esc centri-e ici iur ies raisonnemenis que I'ilive doit divelopper selon

qu'il s'engage dans une dCmarche arithmitique ou algibrique'

cependant, i[ y a un-e voie gui demeure e,ncore peu explorie dans la recherche

er dans l"enseign"rrr.n,, celle du t6l. d.r symboles dans I'appropriadon par.l'ilevc des

ide.s 
"lgeb.ilies 

de base dans un .onte*ie de risolution de problimes verbaux?. Les

p.of.sslurs qui ens.ignent er les fururs professeurs.ont rrop souvcn! une idie trop

i.streinte de c. qr'esrTe sa.roir algibrique lui-m€me . Nos propres observations suggb-

t.n, lu., pou, i" plupart d", eiseignants, I'alg&bre est tonstiruie uniquement de

s,,mUit.J. Ainsl, qu.ni nous poronJ^ question uQu'est-ce que l'algibre?,,, la riponse

qui revienr systimatiquem.i, s51 uli or) I'on trouve des x et des y''

Or, un st'mbole (.x, eu autre) est le symbole de.quelque chose, d'une idie'

Quelles ,on, ion. les idies que reprisenrent les symboles de I'algibre scolaire?

C-ommenr pouvons-nous criir en ialle de classe des situations qui inciteront les

iltves I divilopper eux-m€mes ces idies? Commenr, en salle de classe, orienter les

activiris afin di-stimuler l'interaction symboles-idies?

Il nous semble que la relation enrre les symboles et les iddes ne Peut €tre envi-

sagie comme une inreracrion qui consisterait seulemenr i memre en con(act un objet

(o"u une idie) immuable et exi"rn. ir I'individu avec la reprisentarion de cer objer,

comme c'esr le cas dans l'ipisrimologie plaroniciennel. Loin de l), I'interaction

entre les symboles er les idies devrair, d'apris nous, €rre vue comme un system€ de

relarions consrruires par l'individu Iui-m€me dans son cheminement intellectuel,

ir la fois social et individuel.
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or,lesreladonsentrel'idieetlesymbolesontloind'€treividentes.Ainsi,dans
,^ ..;.ii;c.*t s,r, l" dimonstration en giomitrie (Radford, 1994)'.trois sones

de relations ont it€ mises .r, *id.n.., .ha.l,tn. sous-tendant un mode de raisonne-

;;;;;iculier. on f.u. or"y., d,aller plus loin er de faire I'hypothtse que

Jlqr. ,.fi*" id!.-ryrndot. sous-tend un. ion..p,ualisation des obiets mathi-

matiques.

Danslecasdel,enseignementdel,algtbre,ilconvientd'identifierlesidies
.1" hase de l'alstbre. 1., uoi?, d'accis qui pi'*tttt"' aux ildves de construire des

:;;;;;n;;;ffi;;; ;;;1,;; ;i,,';;ptexes, les actions permettanr de dibou-

cher sur une dialectiqu. #tt i* iiets et leurs symboles' En outre' mais iest aussi

;;;;, ta"onrri.i, d'iJ.n,ifi", les siruations dans lesquelles les relations entre

i:ifi#;'ilb,;;1 .onn"i""nt' et leurs svmboles prendronr forme'

Bien qu'il soit toujours possible, pour ripondre ) ces. questions, {1 fairl appel

a une ipistimologi. .,ot'-hi'il9;;' ;i not's semble que le-recours l Ll':tj:" 
O*

idies algdbriques Peut aPPorter des renseignements impor-r"nts' En effet'pendant

tris longtemp., l'"lgeu"';it! dc;";;; de svmboles' 9l,f::::'rt.::T: 
ot"

;; iH;;il; aui.nga;Jslb"iqut' quit'ou* son origine au dibut du xvl'

sibcle ap' J.-C., est ,,,. 'iTii" 
t?ttntt' Les premitres idies a-lgibriques' d'aprds les

documencs hiscoriques,;;;;;;;;;;oi"i i' l' fit' dt la premiire dvnastie babvlo-

nienne, iest-2r-dire r h fi;';; xul:lie.l. .". J.-c. Examiner en profondeur l'histoire

.l. l,alolhre- surrour arr,, ,tplriode prisymbolique, Peut nous Permettre de voir

il ;i.t# ;;'.j]; il; ;L:;;iq;": Examin" ies p"mie's svmboles mathima-

,iqi.tLptetlttant des "otib"' ptut 'us'i 
nous fournir des pistes intiressantes'

La constntction des idles illmmtaires dc l'alglbre selon l'histoire

ksiquencedidactiquequenousavonsbitieetmiseirl'ipreuvedansdeuxdasses
de 9' ann€e (3'secondaire) a iti structurie, e n grande pattie' I partir de i:s.::*::
.to lri.ioriq".s. pour aider I comprendre la srructure de noue siquence cl enselgne-

ment, nous prisentons ,n sommairt de ces recherches' Nous commenfons Par

parcourir les premiers ,.-;;.;;;t, lui fou'nissent des points de repbres pour mieux

fi;;;i; I;;;i;;. a., p,.*i!*l raies algibriques, i-, 
"u 

suiet de I'histoire que

dans la salle de classe.

Idzes et symbobs: l'icriture cunliforme

Depetitsobjetsdeterrecuitedediffirentesformes(c6nes'disques'erc')'courarn-
ment appeles je,onr, ,.*bitn' t"oir it€ utilises en M6opotamiep:::::l:1::.t:-O*t
Chaque forme de ieton,t-'it ptb"blement ).comp"t t:tt"tl::-1it^ntitisd'objets
(par exemple, d., qurn,i,J' Jt ilou"itutt' d'animaux' etc')' Les jetons ont iti placis

Rewe des sciences de l'iducation
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dans des ricipients ronds faits en terre cuite eux aussi. Ce systeme d'uenveloppesu

permerrair de garder er de transmetrre des renseignements d'un endroit I un autre;
il semble que cerre fagon de procider a iti udlisie i des fins administratives er dans

les ichanges commerciaux entre les villes. Les ricipients iraient parfois scellis. Le
destinataire du message pouvair les ouvrir et compter le nombre de jetons afin de
prendre connaissance de la quantiti de biens impliquis dans la transaction. Lirape
suivante fut celle d'imprimer un petit message sur le ricipient: le message indiquair
la quanriti de jerons ir I'inririeur. Finalemenr, le message itant gravd sur I'enve-
loppe, il itait inutile d'ajouter les jetons ) I'intirieur. Cela a donni naissance aux
rablettes misopotamiennes donr cenaines ont survicu jusqu'l nos jours. C'esr l?r

qu'on a appris, I la suite des travaux archiologiques qui se sont succidi depuis le
XX'siicle, ies diveloppemenrs inrelleccuels (asrronomiques, mathimariques, litri-
raires, midicaux, etc.) de I'ancienne civilisation misoporamienne.

Un des faia qui nous intiressent ici concerne le rype de relation idie-rymbole.
Il fauc noter, ) cet igard, que I'icrirure la plus ancienne itablissait un lien irroit enrre
l'objet et sa reprisenration. Il s'agit d'une icrirure I base de logogrammes. Ainsi,
pour exprimer I'action de marcher, on utilisair le dessin d'un pied. Ce rype d'icrirure
irair rrEs polysimique, iesc-)-dire qu'un m€me sFmbole pouvair reprdsenter plusieurs
idies. Le pied pouvait aussi representer le mo! <amenerD ou (resrer>. La significarion
) retenir se faisait d'aprts le contexre. D'aurre part, il convienr de menrionner qu'au
dibut les symboies sur les rablerres n'iraienr pas gravis en suivanr l'ordre du message
oral; en icrivant un texte, le scribe choisissair seulemenr les nmots cliso. La lecrure
d'un texte exigeair donc de la pan du lecreur une reconsriturion exrensive du rexre lu.
Ce riest quevers le )O(V'siicle av. J.-C. que les symboles ont suivi l'ordre du message
oral (Larsen, 1986, p. 4).

En ce qui concerne I'dcrirure des nombres, on s"i, qu'.11. rra commenci ) respec-
ter la position des chiffres que vers l'an 2000 av. J.-C. C'esr au momenr oil la langue
sumirienne a 6ri remplacie par la langue akkadienne que l'icrirure logogrammique
a iti progressivemenr remplacie par une icriture syllabique. Ce changement a crii
un lien imporranr enrre le langage parli et le langage icrir, ce qui a riduir considi-
rablemenr le nombre de rymboles (ou nlettresu) de base.

Limergence de I'icrirure des nombres - c'esr vrai igalemenr pour l'€criture
en giniral - correspond donc i des besoins bureaucrariques et commerciaux parti-
culiers. C'est dans ce conrexre qu'il faur situer le diveloppemenr des mathimariques.
En effet, ce diveloppement a iti lii l la profession du scribe, qui est la personne
formie pour pouvoir uridigen' des conrrac, des letrres, des testaments, des adoptions,
des ventes, des locarions, des documenrs officiels. Les scribes onr aussi iri appelis
) faire des compres reliis aux mesures des rerrains er aux calculs de volumes dans
les construcrions: c'esr le cas, par exemple, des calculs du volume de rerre i excaver
pour construire des canaux. Il y a des fragmens de tablettes d'arpenrage qui monrrenr
un plan de ville conrenanr les canaux d'irrigation (Bortiro, 1994, p.22).

Entre les choses, les symboles er les idies... une siquence d'enseignemenr

CommeHoyruP(1991)l'amisenividence'laformationdescribedemandait
non seulemenr d. pou.roir..pondre aux exigences Pratiques de.la,professig"' *il:

aussi de prouver qu'o'' ettit lignt d'et" "ibt' 
tn tipond"nt ) des question-s qut

r,g,"i."fo* d'orir. prariquetie sont pricisimenr les orobllmes (non pratrquesD

quiseraient ) t"u"r. a'un'lJi;h;*I;;"(u' dt l"quelle I'algibre serl:T:
il;i;;, l'Gbr. 

"u,"it 
dtu* sources: une source giomitrique et une source nume-

'iq,i. fH"yirn, 1994; Radford' 1996)'

Nous nous intiresons ici ) la source numirique qui dibouche surlne algeble

numirique. Une des o";il;;;i;6;; tst'la suivante' de quelle fagon les

pr.-#tlin., a. t'"tjnutt nu-i'ique ont-elles imergi?

Le passage dz l'aithmaique i l'algibre

Dans un travail pricident' nous nous sommes.efforcis de dimonrrer que les

oremibres idies de rag$r. "r-e;ique 
sont,ancries dans la pensie proportionnelle,

oaniculiEreme.,, d"r$ 1., iiet;;;il;i"""tlles sous-iacenttt "u* 
ITlit]todes de fausse

::'J;;:iili;'d j ;;;;l';'i l s'l'e'"iquemenr' traduit en notations modernes'

Hl;il nil;; :K iil ;;;;;;;;;; ;.'";ine de ra rausse position babvro-

nienne est le suivant":
Ix+ - x -- D

n

Pour r€soudre ce probltme' on Pan d'une solution fausse a piori' par exemple

n, qui a l'avantrg" d'clit"i;;t l*Ll'it sut ao panies fractionnaires' En remplagnt x

;il,;;;;;;;J;;;;;;" ne n + I ' or' on voulait obtenir b' Supposons que

n + I > b (s\ n +/ 
", 

;;;i.nt"t "-bl"ble 
)celui que nous allonssuivre

permet de risoudre k ;;i;;;i' Dont',t'out devons riduire la fausse position

trise initialem"n,,.'t"t-l-dire z' Nous devons.aoporter I z une riduction du

'J#Tfr;;':i;';;t;;;;;;;;' J' 'ed.,i'^" 
+ 1\ b Cette riduction

s'obtient en Prenant dt A;, la (z + /)-ibme partie de b' iest-l-dire en utilisant

une notation fractionnaire, en prenant la fraction i--; de n + 1' Donc' pour obtenir

la bonne riponse, ot' appliqut la m€me rdduction ir la fausse position' n' ce qui

s'obrient en Prenant de z la fraction-i= ' donc la riponse est l l , 
:'

Lr raisonnemenr pricidenr esr un raisonnement arithmitique du ryP-€ ProPor-

tionnel. Le passage a. i'"rirrr-i,ique ir I'algtbre se ferair au momenr oil l'on arrate

de penser en termes de i;;;;i;li"ts cholsies plus ou moins asrucieusemenr (mais

;:ff;;;;;;; lb; dicide de.penser en termes de la valeur exacre de la quantite

qu'on cherchc. Lt Pr;l;;;-titidi pou' €tre risolu' demande alors qu'on effectue
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des calculs completement diftrenrs: ce sont des calculs qui ne se font plus avec des

chiftes, mais avec la valeur exacte du nombre qu'on cherche. Dans notre exemple,

cela aurait pu se faire comme suit: en suivant un Patron qu'on rencontre dans les

math€matiques babyloniennes, on multiPlierait les deux membres de l'6quation
par z (bien s0r, dans les mathimatiques babyloniennes il n'y a ni z ni D;.ce sont
ioujours des chiffres concrets). On aurait alors: ax * x= nb, donc (z + I)x = nb.

Pour rrouver la valeur du nombre qu'on cherche, c'est-).-dire x, on trouverait l'uigio

de (n + 1), c'est-)-dire son inve rse , et on le mulriplierait par nb. En termes modernes,

on aurair: y = (n + I)4 x nb. Evidemment, au niveau numirique, dans les deux cas,

on arrive i la m€me solution, mais le raisonnement dans chaque cas est diffirent.

Nous n'allons pas entrer dans les argumenrs historiques qui soutiennent notre
rhise, car ils onr iti diveloppis ailieurs (Radford, I paraitre). Qu'il nous suffise ici
de mentionner schimatiquement le pass€e de I'arithmitique ) I'algbbre et de nous
arr€ter ir d'autres poinr qui dicoulenr de nos recherches sur I'hiscoire des idies algi-
briques et qui ont it€ retenus dans l'ilaboration de notre siquence d'enseignement
de I'algibre. Plus pricisdment, ces recherches centent de ripondre ir la question sui-
vanre: quelles ont iti ies idies de base de l'algdbre dans sa piriode prisymbolique?
C'esr la qu€stion dont traite la seccion suivante.

Les idies dz base de I'algibre mddiiuale

Menrionnons que norre itude sur l'algbbre abaquiste (Radford, 1995), c'est-ir-

dire I'algEbre midiivde italienne, suggtre que la connaissance aJgibrique a iti avant

tout un outil ou une technique (l'algEbre itait en fait presentie comme une rEgle, une

"regok") diveloppee dans le but de resoudre des probldmes verbaux (initialement des

problemes non pratiques; par la suire, son champ d'acrion s'est dtendu aux probltmes
commerciaux). Une des caractiristiques des probltmes (Purement algibriquesu esr

d'avoir - par rapport aux autres types de problEmes - une mise en iquation relative-
menr facile. Leur difficulti risidait dans la transformarion de I'iquation traductrice:
si E, disigne I'iquation traductrice, le probltme est celui de trouver les acrions qui
permerr€nr de ginirer une suire d'iquations E,, Er, ..., jusqu') une iquation cano-
nique E qu'on savait rdsoudre. Bien qu'il y air eu des propriitis numiriques et giomi-
rriques qu'on giniralisair et intercalait dans les raisonnemenrs a.lgibriques, selon le
problbme ir risoudre, on reconnait deux transformations de base. Ces transforma-
tions, donr le nom parait dans le tirre du traiti d'al-Khwarizmi6, iraient considdries
comme les rransformations par excellence, i savoir les rigles de ul'al-gabr" et ul'al-

muqabala". la dernitre rlgle mentionnie permenair, en conGontant les deux membres

de I'iquacion, d'opirer sur les termes constants; elle permetrait aussi d'augmenter ou
de riduire une iquation (donc de rrouver une iquation iquivalenre, uproportion-
nelle, I I'dquation pricidente)7. La rtgle de I'al-gabr, d'oir vienr le nom de I'algibre,
prisuppose une conceprualisation rrEs paniculiire des termes algdbriques, conceptua-
lisarion qui est lide ir I'absence de nombres nigarifs dans I'algtbre arabe e t abaquiste.

En effet, il n'y avait pas de nombres nigarifs, mais, ividemment, on savair sous-
traire. Aiors, quand on avait un rerme, p"r exemple 3x2, er qu'on lui enlevair une
cenaine quandti, disons 2x, on voyait le terme original comme un rerme incompler
ou ubrisir. Pour le resituer dans son irar naturel, ilTallait le "riparero. Les marhima_
ticiens italiens utilisaient l'expression (resraurer).

clarifions ir I'aide d'un exemple. Prenons un des probltmes prisents dans de
nombr-eux traires de l'€poque, que nous rirons du hwe Ragionamenti dAtrebra i problnni
de Raffaello Canacci, en 1490; ce prgbltme parait f6rmuli ainsi: '

Panage l0 en deux panies de sone qu'en mulciplianr chacune par eile-mdme er
en addirionnant ces mulriplicationt, on arrive r 60. Je d.-"nde quelle valeur
a chaque parrie (Procissi , 1983, p. 28) .

Pour risoudre le probltsme, les mathimaticiens disignaienr une des oarries
cherchies par ula choseu. La chose itait leur inconnue algiB'rique. D'ailleurs, ils ne
disposaient.que d'une inconnue algibrique (Radford, jgl5i. o"nr l. p.Lle..,.
formuli ci-dessus, on dirair que le piemiei terme cherchi serait igal ) u.r'..hor..r
que I'autre est igal i l0 diminui de la chose (car les deux rermes ensemble doivenr
6tre egaux ir l0). En termes modernes, si nous disignons la chose par x, on aurair
que le premier terme cherchi serair x er le deuxitme Jerair l0-x. En faisanr les calculs
de la somme des carris, on arriverait i 2x2 + 100 - 20x -_ 60.

, t€termeprincipalest2l?+ 100. Illuimanque2ox(vingtchoses). Donc,ondoit
le restaurer; pour cela, on lui domre les choses qui'manquent fc'est la rigle de ia-g"u4,
il rerrouve alors son irar naturel, qui esr 2t' i I 00. pour conserver ltgaliti, o,i doi,
donner la m€me quantiti de chosi i 60. Ce de rnier rerme devienr 60"* 20x; donc,
on obtienc l'iquation 2x2+ 100 = 60 + 20x.

La rigle de l'al-muqabala permet maintenant de rerrancher 60 de chaque c6ri,
ce qui donne 2x2 + 40 = 20x.

, .cerr9 iquarion a deux carris (c'est le coefiicient du terme 2x2). Mainrenant, on
doir la riduire i une iquarion conrenanr seulement un carri. La riduction donne
xr+ 20 = lOx-

, 
Cetce iquarioL appartienr aux iquations de la forme x? * c = bx, que les

mathimaticiens midiivaux savaient risoudre. Ils avaienr un algorithme qu;il, nppli
_quaient directement e t dont les ditails ne nous inriressenr paslci. ce qutl .oniil.,,
de souligner,en rwanche, iest.le r6le prepondiranr joui parres red* a" ui. J. t'rtg.uo
dans la risolurion des problEmes .i l, .on..p,u.lisaiion quii., ,orr-r.nd. 

-

, .En .,F,, en regardanr les inrroduccions qui sont proposies dans res manuels
scolatres d'aujourd'hui, nous nous sommes apertus que res nombres nigatifs sonr
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censis avoir it€ acquis et que la risolution de probllmes par I'dgEbre demande aux

illves la mairrise diun langage algibrique complexe. Il y a donc un dicalage conc€P-

ruel rrbs important .n,t I*oni tucdon du savoir alg€brigue selon l'h-istoire e t la

consrrucrio; qu on exige des ilives en salle de classe. On peur m€me se demander si

les ichecs scolaires sont dus a l'absence de conceptualisations prealables qui pounaient

aider I'ilBve ) donner un sens aux idies de base.

En termes des relations enrre I'objer €r sa represenracion discuries dans la pre-

mitre secrion, on peur dire que les approches actuelles, vihiculies par les manuels

scolaires, ne sembienr pas feposer sur une articulation didacrique convenable dans

laquelle le symbole imergerair de l'objer lui-m€me et ivoluerait dialecriquemenr

en'paralllle avec celui-ci p6ur ne s'.n ditacher que progressiv€ment, jusqu'i pouvoir

..r.rr., un. vie autonome (du moins jusqu') un certain Point)'

Ilesquisse hisrorique pricidente esr tres dloqu.enre i ce sujet: nous avons men-

rionni que les algibrisies midiivaux disignaienr I'inconnue_pa.r un mor, la chose.

Ce n'esique plui tard que la chose est disignie par un symbole'

Avant que cela ne se Produise, qu'itait exactement la chose? Comment la

difinissait-oni on uouve, dans un manuscrir iulien dari de 1460, une difinidon aari-

buie au plus talenrueux des marhimariciens des XIII'er xIV'siacles, Antonio de

Mazzing'hi, (une chose esr une quanriri occulle, (ciri par Franci er Rigatelli, i 988,

P. l5).

cetre belle difinition donne un sens profond ir I'idie de base: une quanriti
occulce dont l'identiti sera divoilie ir la fin du probldme.

Nous sommes parris de ce tre idie dans notre siquence d'enseignement. Mais

avanr de dire comment nous I'y avons incorporie, ricapitulons ce qui vienr d'€tre dir

dans cette sous-section. Laigibre midiivde a reposi essentiellemenr sur un concePt

cli, celui d'inconnue, qu'on appelait la chose' et sur deux rEgles principales: celle

dc l'al-gabr er celle de I'al-muqabala. ces rtgles permettaient de rransformer des

iquatio-ns en complitant - ou en restaurant - et en enlevanr des termes semblables

de chaque membri de l'€quation. [-a premitre parair donc comme une rigle addirive,

"rr.. 
ran, qu'elle ajoute io.rjo.,rs les iliments manquants dans un terme, et l'aurre

comme uni rigle sousrracrive, mais aussi multiplicarive, quand il s'agit d'augmen!er

ou de riduire, proportionnellement, les coefficients de I'iquation.

Ce sont ces idies-lir que nous avons retenues pour notre siquence d'enseigne-

nrcnt. Afin de ne pas rendre doublemenr complexe la tiche des ilives, notre bur a

Cti d'amcner ceux-ci ) divelopper ces idies sans faire intervenir, dts le diparr, le

symbolisme. [r qymbolisme n a iti inrroduir qu'une fois les idies maitrisies (du moins

jusqu'l un certain point). En procidant autrement' nous aurions risqui de lancer

1., ilirres dans des ieprisentarions symboliques d'idies qui n iraient pas encore ll.

Description dz h siqucnce et dzs illues

Structare de lz siquence

Notre siquence a iti srucrurie autour de uois niveaux d'abstraction: un niveau

concret, un ni.r.",, semi-concret er un niveau symbolique'

Niueau concret.- Nous avons exposi ici des probldmes verbaux qui devaient

€tre rlsolus.n utilisant du maririel .orr.r.,. Nousiommes Partis du modtle-classi-

orr. a. U Urt"nce. La diffirence avec des approches existantes (par exemple' Hands-

;;E;;;;C,r *J Ag.-T,l.rrvr ) et I'ituie ricente de Da Rocha Falcso (1995) est

il;;;"uon, e".lu tout recours aux nombres nigatifs e t ?"tl*:ifl!,tT-1ttt-T1
l?ouation itaienr menies dans une conceprualisation proche de celle de l-evolutton

t i.io.iou. au savoir algibrique. Ainsi, Ie concepr d'inconnue a eri prisenti comme

,". "tli. quantiti o.Iul,. ou cachiet on a utilisi au dipart des K
s"o de p"pie. contenant une quantiti.inconnu: de bonbons que 1 \
i.. eta,ri, ieurie.rt dicouvrir d'"pre, l'inonci du problEme' t-J o o C)

De plus, &ns la premiEre itape, celledes problimes de sacs (sacs entiers et demi-

,"*l ., llr.n".loppes (voi. desc,iption ci-deisus)' notre point de mire itait la rtgle

l.lit_-uq"Uda. tjrns i" deuxieme 6rape (problames.de pizzas) sajourair la rEgle de

f;i;;;;; l;;i* J. ..fr, les ilbves d.uri..', risoudre des probltmes au.suiet des

,irrlrlrar""r les deux rbgles. La dernitre rEgle a iti introduire I partir des pizzas

Ir"qr.if..lf -anquait d"i-or...,r*. Nous demandions alors non pas. de restaurer

;;;; i.. qui na,irait pas signifi€ grand-chose pour les ilwes), mais de la complirer.

une fois que ces idies-li itaienr saisies, nous sommes passis au deuxibme niveau

d'abstraction, celui du niveau semi-concret'

Niueau semi-conoo. _L.e niveau, nous avons suivi la m6me siquence qu€ Pour

le niveau concrer, sauf que, cette fois, nous demandions aux ilbves de reprcsenter

et de risoudre le probltme icrir en utilisant des dessins'

Niueau slmboliqae. -lci,l'iltve devait arriver ir risoudre le probldme en utili-

,"rr, d., l.,,r.i.t des.hiftes. Cene fagon de traduire le probltme signifie une.rupture

dans les reprisenrations: alors que, au premierliveau, I'action se fait sur l'objet lui-

-e-. .. q'"., au deuxitme ,ri r."u, I'acrion se fait sur une reprisentation ufidtleo de

iii;., t."'..iens qu'elle garde la forme de I'ob,iet representi), ) ce troisiilne niv11

I'ileve doir faire une abstraction ir propos de la reprisenration. Cette abstractton

reflEte, de fagon moins evidenre, sa retation avec l'objet reprisenti et marque la pre-

mitre itape j'un long Processus de vie autonome!0'
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- 
Les problbmes de sacs

ks sacs entiers (ou sacs pleins) - Voici un exemple de problimes de cette catigorie'

Problbme I
Alain a cinq bonbons er sa mire lui donne un sac dc bonbons ce qui lui fait vingt+rois

bonbons en tout- Alors, combien y a't-il de bonbons dans son sac?

Les demi-sacs - Voici un exemple de problimes de cette carigorie'

Problime 2

Nicole d€cide d'acherer cinq bonbons chez un dipanneur et un demi-sac de bonbons chgz un

autre. En rout, elle a I 2 bonbons' Combien de bonbons y a+-il dans un sac ender de bonbons?

Irsdemi.sacsetlessacsentiers_Voiciunexempledeprobldmesdecettecatigorie.

Problime 3

JeanetPaulontlem€menombredebonbons.Jeanaundemi.sacdebonbonsetcinqbonbons
et Paul a un sac enticr et trois bonbons' Combien y a-t'il de bonbons dans un sac entier?

- 
Les enveloppes

Le bur des problEmes de cetre carigorie (ainsi que ceux de la sols-catigorie

ndemi-sacs er sac;enriers)) itait de presenter aux ileves des problbmes o! ils devarent

faire des opirarions sur i'inconnue des deux c6tis de l'iquation..Comme nous

i""o"r aeli ait, Filloy et Rojano (1989) onr dimontri.que ces iquarions prisentent

l* jigi""f,er p^ni.ulier., pou, l.s ilives en raison d€s oPerations sur l'inconnue

ou,ils doivenr faire en rrue de risoudre I'iquation (ces opirations sur i lnconnue n etant

J"ro..r.n,., dans les probltmes de rype ns"cs entiers, et udemi-sacso). Etant donne

ir.i" f""iUif iti ou I'impossibiliri de faire des opirarions sur I'inconnue est toulours

iiJ:,1J .on..ptualisarion de cene inconnue , nous nous sorrunes demandd si les difii-

.ui,!, ,.n.on',ries dans les recherches prdcidentes au su.iec du syrnbolisme apparai-

rraienr dans les niveaux concret et s...ri-concret. Les environnementS concrets et semi-

.;;;;;;, pr.p"sis dans norre approche, p.ermetrraient-ils une transition en douceur

u.r, l" .oupute didactique repirie par Filloy er son iquiPe?
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- 
Les pizzas

Comme nous l'avons mentionnd ci-dessus, le but des probltmes de pizzas

itair d'introduire la rigle de compliter ou de restaurer, ir la fagon des algibristes
midi&aux, une regle qui a donni lieu I une des idies les plus frucrueuses de I'algbbre

prisymbolique. Nous avons fait une adaptation de cette rigle. Dars notre siquence,
il s'agir de compliter un terme inconnu auquel il manqu€ un terme connu. Il s'agit

donc de transforme r - au cours de la risolution d'un probltme - une ou plusieurs

expressions du rype (x - aD en une exPression du type uxo.

Nous avons retenu trois rypes de probltmes.

Pizzas I - Ce sonr des problimes oir I'inconnue (incomplite) parait dans un seul membre

de l'iquation. Symboliquement, un des problimes de cetre catigorie est le suivant: x - a = b.

Pizzas 2 - Ce sont des probltmes oir l'inconnue parait dans les deux membres de I'iquation.
Voici un exemple.

Probltme 5

Louis doit acherer le m€me nombre de morceaux de pizza que Louise. En se rendant I la

pizzaria, ils s'apergoivent qu'il manque deux morceaux i chaque pizza. Louise aciite rrois pizz:s

incomplttcs er Louise prend une pizza incompltte et quatre morceaux. Combien y, a-t-il de

morceaux dans une pizza complSte?

Pi"as 3 - Ce sont des problimes comme ce ux de la catigorie des pizzas 2, sauf que Ia quantiti
de morceaux qui manquent aux pizzas pouvait varier d'une pizza i l'aurre.

En ce qui concerne le matiriel concre! utilisd pour les pizzas, nous avons cons-
truit des pizzas rectangula.ires en carton. Nous avons enlevi respectivement un,
deux, trois, etc., morceaux dela pizza pour que les ilives puissent risoudre - lors
de l'itape concr€te - lc probltme en utilisant les pizzas indiquies dans I'inonci du
probllme. Voici un exemple d'une pizza ir laquelle il manque un morceau et d'une
pizza I laquelle il manque trois morceaux.

Notre siquence didactique a itd expirimentie dans un centre de ressources
(centre d'aide pour les iltves ayant des difficultis), dans une icole secondaire oir se

trouvait un perir groupe d'ilives. On a commenci le projet avec cinq iltves de neu-
vitme annie er puis, apris rrois jours, un aurre ilive s'est ajoutd au groupe. Ces ilEves
n'avaient pas itudii I'algbbre auparava-nt. La siquence a iti enregistrie sur vidioessene.

Voici un exemple de probltmes de cette catigorie'

Probltme 4

Je panage mes cartes de hockey igalement cntre mcs deux frircs' J'ai trois enveloppcs qui

.oi,i.ni.n,lem€menombredecartesetquatreautrescartes JedonneirJacquesdeuxenve'

loppes plus une carte de hockey et i Paul, je donne trois carres de hockey et une en'eloppe'

Combien y a-t-il de cartes de hockey dans une enveloppe?
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On a fait I'experience de la m€me siquence dans une dass€ reguliire de neuviime
annie de 24 ilives.

Dans les deux cas, les groupes ont iri organisis d'apris une modditi de travail
d'apprentissage coopiradf () tiches egalitairesrr). Ilenseignante presenait un problime
er deman&it aux ileves de proposer des solutions en fonction du degri d'abstraction
qu'exigeait la tiche.

Lordre priditermini pour le projet irait le suivant. D'abord, on prisentait aux

iltves les probl€mes portant sur les sa6 entiers; ensuite, ceux portant sur les cartes

de hockey; apris, ceux portant sur les demi-sacs, les demi-sacs et les sacs entiers;
findement, on leur presentait les problimes concernant les pizzas l, les pizz:s 2 et les

pizzas 3. On a suivi cetre siquence au niveau concret, puis au niveau semi-concret
er, finalemenr, au niveau du symbolisme.

lr temps requis pour la siquence d'enseignement dans ia classe rigulibre a iti
de quatre semaines, d'une durie de quarante minutes par jour.

k tableau suivant donne un apergu du temps approximatif alloui aux rypes
de problEmes en fonction du degri d'abstraction, dans le groupe non rigulier.

Sacs Carres de hockey Demi-sacs Pizzas I Pi'"es 2 Pizzas :

Concret

Semi-concre t

Absrrait

40++ 40++ 80+

+ 60-*60++ 80+

+ 60**30++ 60.+

Figure I - Typ. de problEme

IJanalyse des risultats gue nous prisenrons dans les prochaines sous-sections
est basie () une exception prts: voir extrait 5 plus loin) sur le groupe de six ilives
du cenrre de ressources mentionni ci-dessus. Ensuite, nous analysons un groupe
de la classe riguliire.

Analyse dzs rlsubats

La rdsolution des probltmes aux niueaux concret et semi-concret

Les iltves sonr arrivis i maitriser assez rapidement les stratigies de risolution
de probllmes aux niveaux concrer er semi-concret. Lidie de la balance facilirair le
recours I la rigle d'dlimination de termes semblables (rigle de I'al-muqabala).
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1: pr€sence du matiriel concret rendait possible l'or.ganisation ft: i::itt
"i.*;rL;j;;d,il;; ;robtEme. Une des sirarigies qu'il convienr de mentton-

;;;i;, celle qui pe,mtt dt risoudre les problbmes de udemi-sacs et sacs entrersD'

Dans le problbme a, *tntiJ-'ni tij-*ut' lia stratigie te oresente comme suit: I'il&e

orgaruse les Climena du ;;F*;;;C,rn.dispJsiriorrspatiale 
semblable ir celle-ci'

/\ .- Sooo(-J ooo oo -
Au niveau concret, I'igaliti est assurie par le dessin d'une balance ir deux pla-

r€aux; au niveau symbolique, la balance est repr€sentie Par un sfmbole d'igaliti'

En einiral, Ies ilbves onr enlevi trois bonbons de chaque c6ti; puis' ils ont

,ponJni-.r,, remplaci le sac entier par deux demi-sacs'

I

oo
Ensuite, ils ont enlevi un demi-sac de chaque membre et ils onr trouvi que

l. d.;;-;;;;;itienr deux bonbons et que le sac entier en contient quatre'

Comme on le voit, le raisonnement se fait en termes de demi-sacs' Le demi-sac

devient une sorte d'uinconnue auxiliaireo'

Nous reviendrons ir l'effct de certe stratigie sur les stratigies de risolution de

probltmes basies sur le symbolisme'

Le passage du semi'conoet au symbolique: le problime des reprisentations

Le passage du concre( au semi-concret s'est fait facilement' Dans le cas des

pr.bfi:;;;?*", ,t' att't"* tniittt er des demi-sacs' les 6lbves ont opti pour

reprisenter l'objet par;;;;;i" J; I'objet lui-m€me' Pour les pizzas' ils ont com-

mence par les ,.pristnter. pit Jtt pi* *"its au*qutlles il manquait des morceaux'

mais ils ont trouvi que les reprisentations des- ptzzas rondes €raienr plus faciles ir

dessine r, ce qui a F"i, q"t j;;l;""""gt' ont ite remplacies par des pizzas rondes'

Quand nous avons dit aux iiwes qu on ne resoudrait plus les problimes avec des

dessirs, mais ave. a., t.,,rJ, ,]JJtI"t t lit : uQa va €tre ptui.aiffitile p"tce que tu dois

Ie faire dans ta teteD- A;;i;;;t-qu.-' o)'*'i'le ivmbole tst pttqu par I'ildve

non pas comme "t "PP"i;;;;at 
tg"int"tion' m"is comme une entit€ vide' on

li*ii ,r., p.r.onn.liii .i p^' il, un Jbt'"tlt plut6t qu'une aide I la pensie'
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Un aurre ilive (extrait 3) utilise l'6qua-

tion traductrice comme appui, mais les actions

qu'il cffecrue pour risoudre le problbme sont

organisies autr€ment sur le plan symbolique.
Les actions sont, en effet, icrites de fagon si-
quentielle, ligne par ligne (on enldve une carte,

puis une enveloppe, erc.).

5*: : 23
-h

r_-@
Exmit I

Pour ce qui est de la risolution du probldme, il faut noter que I'icriture de

I'iquation.st prise comme un appui statique sur laquelle on pose les acrions qu'on
doir enrreprendre pour aboutir au risultat. Cela signifie que l'€criture nivolue pas

de manitre sdquentielle, ligne par ligne, comme on s'y attendrait dans. le 
.cas 

d'une
urilisation compitenre du langage algibrique. ficrirure symbolique de I'iquarion
a ici une valeur heuristique qui guide les actions de la risolurion. Examinons )
cetre fin la risolution du problime 4 d'un illve (exrrait 2): il ressorr que l'icrirure
symbolique er les actions entreprises sur les objets reprisentis sont calquies sur la

disposition utilisie aux niveaux concre[ et semi-concret. LilEve enlive une carte et

uni en,relopp. de chaque c6rd. Il n icrit m€me pas e = 2. sa riponse parait cependant

sur le papiir: Ie I placi au-dessus de l'dcriture n2eo, au dibut du membre ) gauche,

signifie ,,une envelopps,, c'est-l-dire ce qui reste i gauche, et le numiro u2u en bas,

ir droite, c'est le nombre de cartes de hockey qui restent.

Un premier phinomtne observi concerne I'utilisation des lettres pour designer

le nombre inconnu. Au dipart, se digage une tendance I reprisenter les sacs PaI une

grande lettre S, alors que les bonbons sont reprisenris par des nombres de .petite
iaille (cela s'est produit par trois fois pour les quatre ilaves prisents ce.iour-l)). Le

critire utilisi pour reprisenter l'objet repose donc sur une conservation mitrique des

objea, critire qu.i assure la conservation des grandeurs et rivEle par li un lien encore

trop itroit entre I'objet et sa reprisentation (voir extrait l).

Cependant, au fur er I mesure que les ili-
ves risolvent des problbmes, la taille des lettres

devient graduellement igale i celle des chiffres:

ainsi, la reprisentation passe i un premier dita-
chement de I'objet, grice i un travail eflectui sur

la risolurion de problimes.

F*'l='E*s* r _l

-te
Extrait 2

Enrre les choses, les symboles et les idies". une siquence d'enseignement ' 267

Cependant,l'icriture a ici un r6le mnimo'
technique qui est loin de refliter la strucrure for-

melle ei logicosiquentielle des iquadons iquiva-

lenres. Ceii est ivident dans l'extrait 4' qui con-

cerne le probllme 2, oil notre ilbve laisse m€me

romber li symbole S au plan symbolique'

Comme on Peut Ie voir, le sYmbole uSo

ne parait ni dans la ligne oir figure i=,. ."i
dans la suivante, bien que I'ilive garde l'objet
<en rereD (il sait qu'il s'agit de l'igaliri: un demi-

sac de bonbons est igal I sept bonbons). Dans

les dernibres phases de la dimarche de risolu-
tion, I'objet n a pas besoin d'€tre reprisenti'

un autre exemple du phinombne pricident
esr le suivant. Il provient d'un iltsve du groupe

rigulier:

2E+t : €*s
-t-

E+l
-LF

-l?f
---f,

-ts_

Fxuait 3

'"t9.+
t-'Er( tu(2=17

Extrait 4

Jessica a tne pizzai laquelle il manque un morceau et une piz'a ir laquelle il

*"nqu. trois'mo.ceaux' En tout, elle a l6 morceaux de pizza' Combien y a'

t-il di morceaux dans une pizza complLte?

t-l + l -3 itb n}:?Rr^ :. Tl qo. l0l-l+l+l-lr33Llrtr3''i.t'^ .rnoriicJr. dq,ru
t+t :eo r - 'v I piz:a cozplilq

Extrait i

Comme I'illustre la copie de I'iltve, I'obiet n'est pas-repriscnti' C.ependant'

aux yeux de I'ilave, la signification des chiffres esr rout i fait claire. Sa disposirion

spatiale dans le te*te suit celle des reprisenrations semi'concrtres'

Il est int6ressant de noter ici qu'un PaPyrus grdco-igyptien' dati du premier

sidcle av. J.-c., contient plusieurs problbmes qui -orrrr.nt ,rn r6le heuristiT'e de

I'iquation rout ir fait semblable ir celui que nous venons de discuter au sujet des fagons

de procider de nos ilEves (Radford, ) paraitre)'

Tout cela laisse entendre que le r6le heuristique de I'iquation semble €tre un

patron ricurrent dans l'appropriarion des premibres idies alg€briques..Une sugge s-

iion pou, l'enseignemeni ,.r"i, ,lorr d. p.r-",,r. i l'ilave de dicouvrir er de dive-
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En suivant la m€me idie qu'au ni-

veau semi-concret, l'ileve commence Par

enlever le terme up-2o des deux c6tis de

I'iouarion. C,e terrne est vu cornme un bloc;

"p*, 
t'il*".omplite les deux pin^s.) pu-

.ir. et donn. quatre morceaux ) droite'

Puis, il dMse par le nombre de piax com'

plttes et obtient le risultat.

loooer le r6le heurisrique de I'iquation. Licriture formelle, bas6e sur I'utilisation de

;i,il, ;i;;;;rJ i. .""*pi a'equarions iquivalentes, pourrair avoir lieu aprts.

Les traces de lz pensie concrite sur la pensie symbolique au niueau da sttaty'gies de

risolution

Ce qui prictde montre que les rraces de la pensie concrlte sur la pensie symbo-

tiqu., 
"'.ir-l'-air. 

l, p..tre. {ui ';fpui" 
sur I'utilisation de sl'rnboles' sont visibles

dans les reprisentations .hoisi.r. Dans cette sous-section, ,to,rs allo,,,'*'oir.q.u'il en

;;;;il. pour les.rt^ttgi;' dt tisolution suivies pour risoudre les probltmes'

Resardons, I cette fin, la fagon de pro-

cider suluante (extrair 6a) pour risoudre le

problbme 5 mencionni ci-dessus'

Lileve cornmence par enlwer une pizza

incompltte de chaque c6ti; puis, il complbte

les pizias i gauche, en donnant deux mor-

"..* 
ir.ht{u. p\zza'eten ajoutant les.iqui-

ualents (quatre morceaux) h droite' Aprbs'

il uvoit, les huit morceaux i droite comme un ensemble composi,de deux groupes

aa our,.. morceau( chacun et il associe chacun des groupes de l'ensemble a une

des pizzas de gauche-

Sur le plan du rymbolisme, la fagon de.procider l,',01": fr:?"t-i:"-^O:t:,llO*

orobltmes comme l. p.i.lJ.r,. .onsirt. ir ilimine r en btlc des termes semblables.

V;;";; '; .;.;p[. (extrait 6b)' Le problbme en qu€stion esr le suivant:

Sandra et Richard sont allis s'acheter des pizzas auxquelles il manq^ue deux

morceaux ir chacune' Ils ont acheti le m€me montant de morceaux' )anora a

;;;;;;t incomplEres er Richatd a l8 morceaux plus une pizza incompllte'

6"^fi.. y a-r-il ie morceaux dans une pizza complbte?

rc
?-* =lB .f4{
I* fi =; 72:t/

Fxtnit 6b

L-a conceptualisation du terme alg€brique.up - 2u et I'action d'iliminatron

d. ..I'n-;i;;;il."i a. la signification cincteie du terme' Il y a cependant des cas

r:rcBFts

Extmit 6a
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oil l'ilwe arrive i icrire une iquation du rype o3P'6 = lp'2 + 18', qui est resolue

comme suit: on a.ioute les 6 teimes qui manquent ) gauche; ) droite, on ajourc deux

au rerme "lp - 27 et les quatre qui iestent sont ajoutis )r 18. Cela se produit chez

l'ileve le plui "fom, en marhimariques. Cene obserrarion suggtre que cene itape, qui

n'est pas F*.irL par les auues ileves, pourrait €ue conduire ou priconide par le pro-

fesseur lui-m€me en relation avec les nmoins fortso.

une autre srrarigie de risolurion qui montre les traces du concrer sur le symbo-

lique est celle que noi, 
"uon, 

appelie ula strarigie un par un)). Elle consisre I ilimi-
,,.r, 

"fir, 
de gaider l'€gaiiti, ut, ob.'", de l'ensemble de gauche er ensuite un objet

semblable df I'ens..tt6le de droite; er on r€commence. Par exemple, dans un des

probltmes des carres (un probltme qui mene ir I'igaliti u3 envelopPes + 4 cartes

= 2 enveloppef + 6 canes"), i'elEve ra, au niveau concret, iliminer une par une les cancs'

Cela l'am[ne i la situation u3 enveloppes = 2 enveloPPes + 2 cartes'; ensuite, I'iltve
enlive une enveloppe de chaque c6ti, puis une aurre, er arrive i la riponse u 1 enve-

loppe = 2 carteso.'Rem".q.rottt gue, chcz les autres ilbves, il y a une tendance i se

difaire des enveloppes en premier; mais le principe est le m€me.

Quelques jours plus tard, quand la siquence d'enseignernenr est rendue au

niveau du symbolisme, I'ilbve icrit:

3e+4=2e+6

puis, elle biffe une enveloppe et une carte, ce qui l'ambne i:

2e+3--7e+5

puis, elle icrit:

1e + 3 (qui provient de I'ilimination d'un ueo faire au membre gauche)'

Or, n'ayant plus de.e, l droite, aprts I'ilimination du ue' dans 'le + 5', l'ileve
ne sair plus comment s'y prendre pour continuer (voir extrait 7).

Cer exemple est intiressant d'un autte
point de vue. IJanalpe de la siquence vidio
montre que l'illve perd le sens des actions
enrreprises. Ligaliti sous-jacente, qui itait
I'axe de la ddmarche, est perdue. Lel&ve ne pe ut
plus associer un sens aux termes ule + 3r,
c'est-I-dire le membre gauche rransformi
et ui, qui esr le membre droit transformi-

le*Y ='Ae's

',e{,
6 r-6

t5

Extrait 7
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Essaie de le hire sans faire le desin Pour commencer' [Elle voit que l'iltve
hisirer alors ellc dit:l Penses-tu que tu vas Pouvoir le faire?

Non. J'ai besoin de Faire les dessins.

IElle hir les dessins qui traduiscnt I'iquation, puis dit:]

cette ilbve avair iri I'une des premitres )r avoir bati une qystimatisation des

actions udlisies ir la risolution des probltmes aux niveaux concret et semi-concret

(suppression un par un des termes semblables de chaq.ue c6ri de I'iquation). Au

.,iveau du symb;fisme, cerre sysrimarisation, quand elle esr exrrapolie, entre en

conflit avec I'ivolution du problime. c'est que la signification du risultat des

acrions n'est pas ividente en elle-meme, car le risultat des actions est en-registri ici

ir l,aide de lettres (n3e + 4u devienr u2e + 3, puis ule + 3n); cela exige soit d'abandon-

ner le contexre lui-m€me, soit d'€tre en mesure d'itablir des liens entre le symbo-

lisme et le conrenu simantique I chaque moment.

or, abandonner le conrexte exige d'ilever les acrions au-dessus des significations

concrires auxquelles elles s'appliqueni (bonbons, cartes, pizzas, erc.) er. donc de rendre

ces acrions abitraites. Il est-claiiq,re cette ileve n'a pas riussi ) atteindre ce niveau

d'abstraction.

La chsse riguliire

comme nous I'avons dit antirieuremenr, une dasse rigulitre de neuvieme annie a

iti soumise ) la m€me siquence d'enseignement qu€ le groupe d'ilwes du centre de

ressources dont nous t e.tons d'andyser la dimarche. Les observations prilwies dans

la classe rigulibre confirmenr ces ,isultats. Au niveau semi-concret, les strat€gies de

risolution-de probltmes sont calquies sur celles diveloppie-s par les ilbves au niveau

concret. Grici ir sa matirialisation concrtte, I'inconnue est facilement saisie; de plus'

les actions sont intiriorisies en rermes de conservation de I'iquilibre entre les deux

plateaux de la balance, iquilibre qui, au fur er ) mesure que les iltves risolvent des

problimes, esr pensi de ilus "n 
plu, en rerm€s d'une igaliti numirique abstraire.

i_on du p".r"g. 
"u 

sy.nbtlis-", nous avons pu remarquer i nouveau une diversiti
de difficultis {u'onr ce rtains ileves I risoudre les probl}mes posis. Une de ces diffi-
cultis, qui n'a pas p".u dans norre groupe du cenrre de ressources, concerne I'impos-

sibiliri iprou"ie par certains ilives d inrigrer I'objet inconnu (par exemple, une

enveloppe) dans un processus de risolution, dbs que cet objet es-treprisenti Par une

lett.e, c'est-i'dire pa. utt spnbole. [^a seule fagon de se rirer d'affaire est de retourner

au niveau semi-concret, d'y risoudre le problime, puis de rransferer la solution

isomorphiquement au niveau du symbolisme.

voici un extrair du dialogue enrre une iltve er l'enseignante, dans un problbme

appartenant I la catigorie desinveloppes (et dont I'iquation est u3e + 1 = 2e + 5") '

Lenscignante

Liltve

Ilenseignanre

llilEve

Lenseignantc

Liltve
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J'enlwe mon surplus; donc, j'enlEve une carte. Si je le his de ce c6ti-ci, je

dois le faire de I'autre.

Alors, ll, je peux enlgver des enveloppes des deux c6tes; alors, ru as une enve-

loppe dgale ir quatre €rt6.

OK. Maintenant, fais-le-moi avec des lettres.

3e+l=2e+5

J'enlive une carte ici; donc [elle revient I son iquation et y inscrit I'action

d'enlever la carte; I'iquation se voit comme suit:l

3e+ I - I =2e + ) - f,igale3e = 2e+4.

IMaintenant I'il]ve se pripare i enlever deux cartsde chaque c6ti de I'igaliti:]

Comment est-ce que ru dis [c'est-2r-dire "ru icris,] que tu enlives deu enve-

loppes?

Comment as-tu fair pour enlever une carre? Tu as fait un moins un'

Ahf lir ce moment, elle comprend et icrit:] 3e '2e = 2c - 2e + 4, le = 4.

AprEs ce probllme, on a demandi ir cette dlEve de risoudre un probltme de

demi-sics et di sacs en utilisant des lettres. Faute de pouvoir le faire, il lui a fallu
recommencer par risoudre le probltme au niveau semi-concret; ce n'est qu'i ce

moment qu'elle a pu renter la rdsolurion du problEme au niveau du symbolisme-

Enfin, une autre difficulti observie dans le grouPe rigulier a iti celle de la

symbolisation d'un sac er d'un demi-sac. Alors que, dans le groupe du Centre de

ressources, les ilives ont opti pour les reprisenter Par (t) et u f s r, respectivement'

dans le groupe rigulier, quelques ilives onr choisi us, et ud,, d'aPris la premitre
lettre du mot en question. Certains de ces iltves n'ont pas riussi, faute d'avoir pu
itablir la relation numirique reliant usu I ndr, c'est-)-dire u2d = su.

Conchtsiott

Le langage algibrique moderne a ceci en commun avec les premiers langages

icrits: ils ne tiennent pas compte exactement du langage parli. Le langage algibrique
dchappe i une transcriprion compldre du udit, et ne retient - I la manitre des

premiEres tabletres sumiriennes - que quelques iddes clis. Mais, ir la diffErence

des textes narratifs, le langage algibrique n'a pas seulemenr un r6le de traduction
descriptive; il vise le digagement des renseignements clis non en relation aux objers

eux-m€mes (Pierre, Marie, etc.), mais plut6t en termes des relations quanritarives
(arithmdriques, giomdtriques, erc.) qui existent €ntre ces objets. Il ne se soucie pas

d'€tre fidtle dans sa rraducrion, mais efficace lors de la risolution du problime.

Or, I'efficaciti est un sous-produit: elle permet de faire mieux (par exemple,
aller plus vite) ce qu'on savait ddj) faire (pe.tser, par exemple, au probltme baby-
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lonien) er, iventuellemenr, d'aller plus loin (par exemple, rrouver de nouveaux

moyens, 6ire face ir de nouvelles situations, etc.).

Lhistoire de l'alglbre montre en effet que c'est un souci d'efficaciti qui a

ameni les anciens marhimaticiens I divelopper le langage algibrique: il imerge

comme une abr€viation du langage parli. Par exemple, Diophante a utilisi le

symboles pour disigner I'inconnue car, d'aprts Heath (1910), c'est une dicli-
.,.iron d.lr dernilre Ietrre du mor grec aitfirnos (ripLggdq). Les Maesti dAbaco

du Moyen ,Age italien ont souvent utilisi uco.', i la place du. mot cosa (chose), et

o.rt icrit.p.'-pour disigner le mot upiir" (plus). Notre symbole moderne de racine

carrie,{,.ri,rrr. dig?niration del'abriviation uru du mot uracine' (en italien

uradice,) qu'on icrivaii au long et qui rendait les textes plus longs'

Le but du symbolisme dtait donc d'efFectuer les calculs d'une maniire plus

iconomique.

Le symbole , dans norre siquence didactique, a suivi cetre m€me direction. Il
a iti introduit comme un moyen pour faciliter les calculs.

Sans doute, un des moments dicisifs' dans I'apprentissage de I'algibre, est

celui oL l'on arrive i ditacher I'objet reprisenri de sa reprisenration symbolique.

En effet, c'est grice i cerre iclosion que le symbole acquiert une autonomie.et une

vie propre. Cia signifie qu'il se p.oduit une ruprure avec un€ fagon d'agir er la

,,"irr"n.. de .rouue-il.s relarions enrre I'objet et son symbole. Or, ceci est d'autant

plus difficile I accomplir que (tant au point de vue d.e norre siquence d'enseignement

qu')r celui de l'histoiri) les premibres relations.enrre I'objet et sa reprisentation, bities

sur une quasi-superposition des deux, onr iri fructueuses.

Est-ce que nos ilives ont pu arriver ) ditacher I'objet, c'est-ir-dire I'inconnue,

de sa reprisentation? Il esr difficile de donner une riponse. carigorique. Il semble

que le problbme doit €tre envisagi en termes de relarions obfet-reprisentation qui

se .onitruiserrr au cours d'un long processus. En e fFet, nous avons mis en ividence

une premiire relation entre I'objlt et sa reprisenration: elle se situe dans la_perte

des proportions mitriques; une aurre relation, plus difficile, se produir pour I'dcart

qui i. cieuse enrr. I'objer comme contenu conceprucl er sa reprisenrarion. Nous

..oyon. qu'il y a seulemenr un ilLve - parmi notre groupe de six illves en difiicuhi

- qui a ru l. f.it (voir extrair 3; le comparer ir I'extrair 7: I'ichec auq^uel I'ileve se

h.urre .sr d0 ) I'impossibiliti de girer le symbole au-delir de sa signification con-

crEte.).

A l. l,r*iere des resular, il semble que, devanr la base des probltmes proposis,

certe €closion ne sera possible que chez clrtains illves. Pour aller plus loin, il serait

nicessaire de faire uni interuenrion didacrique probablement au moyen d'autres

probltmes.

Enrre les choscs, les rymboles et les idCes--. une siquence d'enseignement "'

Mais I'apprenrisage de I'algibre nesr pas lii seulement au dweloppement de

I'idie d'inconnue, mais aussi ) l\rdlisarion-des rtgles de base, c'est-)-dire celle de

I'al-gabr et l'al-muqabala. ces regles doivent aussi €rre I'objer d'une abstraction.

No,is a1rorrs r,, que, aux nilreau*.io.rc.er er semi-concrer, cela se faisait assez facile-

ment. En r.u"nih., au niveau du symbolisme, cela posait des probltmes.ir cerrains

ilives. Lutilisation de ces rtgles, dans un conrexre symbolique, demande un con-

rr6le supplimentaire qui ne va pas de soi-

En risumi, notre siquence d'enseignement a permis aux illves de crier eux-

m€mes leurs propres srrar;gies er leurs propres syrnboles. De plus, norre siquence

a permis 
"r* 

ilb,o.r de donner un conrenu au symbole. c'est un poinr qui mirire
dtrre souligni. En effet, un symbole doit repr€senrer quelque chose de,concrer.

C'est le priricipe sur lequel repose la construction des reprisentations symboliques.

Un symtole, i.nr 
"ppri 

sur li concrer (ou sur un aurre symbole i contenu siman-

tiqu. ,,on vide), ne ieprise.,te rien: c'est iuste un trait. Comme nous I'avons dit
,u dip"r,, norrr.orr..tons que I'apprentissage des mathimatiques repose en grande

p".ri. s,,r la consrruction, I t" foii individuelle er sociale, des relations entre les

objers er Ieurs reprisenrations.

De cette perspective, chaque relation ouvre un monde de possibilitis, m€me

si ce monde n'ir, p"r tris grand, comrne c'est le cas des relarions qui paraissent au

niveau semi-concrett'; -"-ir, .n m€me remps, chaque systime ds 1sl21i6n5 uobjet-

reprisentationu itablir sa propre frontitre (ui n'est franchissable qu'au prix d'un

changement conceptuel.

Norx

Ce travail a iti subventionnC en panie par FCAR n" 95ER0716, Qti!9t'tt.ls Fonds de

recherche de I'Universitd laurentieitne, O.rario. Nous renons i remercier M-'Brigitte Caveen.

Nous renons auSi i remercier M. Guy Lehoux et ses iltves: Kevin Guy, Kevin Fraser, Jeao

Desjardins, Mireille Spencer et Eric Grigoire, qui ont rendu possible I'enregisrrement vidio
de la siquence didactique prisenrie ici.

Pour fixer ls idis. raooelons I'exemDle clasique de Rosnick er clement (1980):.ll y a six fois

olusd'itudimso*dltrofes,t ursi,certeunitirsiri";latacheconsisteitraduirecetteexpression
qui est donnCe du'langaSie narurel au langage dgibrique, en utilisant S pour represcnter Ies irudianc
et P pour les professeurs.

En effer. la reprisentarion d'un objer apparair, chez Platon, comme un moyen d'accider i
I'idie priexisrinre, c'esr-a-dire l l'eidos'ou la Forme. C'est pricisiment ce r6le-li qu'onr les

figurei impricises iracies par les giomtrres sur le sable ou lei parchemins dans Iz Ripublique
(voir Livre VI, 509J fl).

Dans les problimes babvloniens, b itair un chiffre donnc; d'autre part, l ' signifiair la n-'''
partic du'nombre chercfrd (qui irair, par exe mple, le poids d'unc pierre)'
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pourfixerlesidies,supposonsquenousavonsifaireau probltme, * f ' = ePrenonscomme

fausse oosition, c'esr-l-dire comme solution provisoire qu'on sait €tre fause a2noz',le nombre

fi in'r"b*i*-t cene valeur dans le premieimembre, nous obtenons l2; or, on voulait 6. Donc,

on * ..itt * aouble de ce qu on cherchait. II &ut donc riduire de moitid' On applique la m€me

riducrion i la fause posirion ou fause raleur I l; donc, le risultat cherdli est .l-! .

Il s'agit du Traiti concis sur bs righs dz I'al-gabr et de l'al-muqabah, ictirb. Bagdad vers 833.

7. Il faut se rapDeler que les mathimaticiens d'autrefois n'itaient pas toujours cohirents dans

i;,,,if i.^ii"nlL rtell; le Tiaiti concis d'al-Klwarizmi donne, d,ans certains passages, un sens

difii;il;l;;At:" l"i--uq.b"l" ,insi qu'i celle de I'al-9br' Il faudrait place.r cc.incongruires

dans un contexie historique pour comp-rendre qu'il s'agit d'une irape de sy$ematlsatron d une

connaissance rransmise jusqu'alors de fagon orale'

8. Djveloppd par Borenson and Associates, P' O' Box 3328, Allentown' PA' 1 8l 06' Etats-Unis'

g. Distribui par Exclusive Educational Produca, 243 Saunders Road, Barrie, onrario, L4M 6E7 .

10. Notre sieuence difftre de certaines approches proposies pricidemment - et qu'on. retrouvc

oarfois dans lcs rextes scolaires - oir il est question d'utilise r comme reprcsentatlon dc I rnconnue

Ln petit carri, E, qui cache le nombre cherchi Ce carri est Par la sut(e remPlace Par une

lerrie (uoir, p"rEemple. Herscovics et Kieran. 1980)- Outre le cheminement Progresstl que

suir notre situence ibropos des reprisentations' il y a des diffirences sur-la concePluallsatlon

a.'ieqrrirl"]-r" .f"ia.il..r 
"pplo.hes-lh. 

l'iquation est dijir donnie; elle est,un objet m-athi-

marioue Der se.pour nous, i'obie', Lqur,ion est un outil pour iCsou-dre un probltme. De ce fait,

il restrr'ausi que la conceptualisaiion de I'inconnue est tris diffircnte dans I approche que

nous ProPosons.

I l. On n'avait pas, ) I'intirieur du groupe, une hiirarchie de rype (exPert''

12, Remarquons tourefois que ce monde de possibilitis a irr: sez srand oour Dermettle aux

e lcves de rraverser sans a;fi-f ,e'f, .*prr'. Jia".,iqr. {au sens d! Fillof et Rojano' 1989).

Abstract-The introducrion of algebra to studenrs in formai school environments is most

oft.n pro"n,"d by requiring -"..iry of , complex. symbolic languagewhich has litde signi-

ficance [or the s,ud"ni. ThJ"u,hor. pr.s.n. n ieaching sequence which offers an airernative

;;", 4., inrroducing algebra. A-n analysis o[rhe ueibal reports of rwo grouPs of grade 9

srudents (Secondary ill)"rho*.d thar ihese srudents construct bas.ic algebraic concePts

within a contexr olproblem-solving, and then begin to create symbolic concePts'

Resumen - La inrroducci6n al dlgebra se hace fiecuentemente imponiendo al alumno el

dominio de un lenguaje simb6lico lomplejo y sin una signi6caci6n precisa. Presentamos aquf

una akernariva esrr'ucrurada en torno d. un" i..uencia didicrica. El andlisis de la verbalizaci6n

J. do, grupo, de alumnos de 9o aio (3" de secundaria) sefrala que los alumnos llegan,tanto

".onrriuii 
1", ideas algebraicas bdsicas denrro de un contexto de resoluci6n de problemas

como a simbolizar de sus ideas.

Zusammenfassung- Bei der Einftihrung indieAlgebra wird vom Schiilersehr oft die Beherrs-

chung einer kompiexen rynbolischen Splache ohne genaue Bedeurung au[erlegt.\X4r scltlagen

hier e"ine Alternatite uo., die in eine Unrirrichsreihe gegliedert isr. Die Analyse der Au((erungen

Enrre les choses, lcs symboles et les idies... une siquencc d'enseignemenr . 27'

von zwei Gruppen von Schiilern der neunten Klasse (drine Klasse der Minelschule) ergiebt,

daB diese innerhalb einerAufgabenl<isungssituarion selber algebraische Ideen konstruieren
und diese Ideen symbolisieren kdnnen.
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